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CONVEXITE HOLOMORPHE INTERMEDIAIRE
DES REVETEMENTS D'UN DOMAINE PSEUDOCONVEXE

S. ASSERDA

Let M be a complex manifold and L H-> M be a positive holomorphic line bundle
over M equipped with a Hermitian metric h of class C2. If D CC M is a
pseudoconvex domain which is relatively compact in M then there exists an integer
ro such that for every r ^ ro and for every connected holomorphic covering n :
D —> D, the covering D is holomorphically convex with respect to holomorphic
sections of (n'(Lr

D),n*hr).

1. INTRODUCTION ET ENONCE DU RESULTAT PRINCIPAL

Un domaine D c c C " est dit localement pseudoconvexe si tout point x0 e 3D
admet un voisinage UXQ C C" tels que UX(j n D soit pseudoconvexe. On adopte une
definition analogue pour les domaines dans les varietes analytiques complexes.

DEFINITION 1.1: Un domaine D relativement compacte dans une variete ana-
lytique complexe M (dimc M = n) est localement pseudoconvexe si pour tout point
x0 e 3D il existe une carte locale (UX0,^XQ) passant par x0 tels que $X0(UX0 D D)
soit pseudoconvexe dans C" .

Dans [4] Grauert introduit la notion de convexite holomorphe par rapport aux sec-
tions holomorphes d'un fibre vectoriel, qui generalise la convexite holomorphe ordinaire.

DEFINITION 1.2: Soient TV une variete analytique complexe, L un fibre vecto-
riel holomorphe au dessus de N et h une metrique Hermitienne de classe C2 sur L.

La variete N est dite L-convexe si pour toute partie infinie S C N sans point
d'accumulation dans N, il existe une section holomorphe a de LsmN telle que la
fonction ||<x(?)||ft soit non bornee sur 5 .

REMARQUES.

(i) Si L est de rang un et D CC N est L-convexe alors D est localement
pseudoconvexe.

(ii) Si D CC N alors la notion de L-convexite est independante du choix de
la metrique h sur L.
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La restriction de LsurD est notee par LD et ®rL designe le produit tensoriel de L
(r fois).

Dans [1] le resultat suivant est demontre :

THEOREME 1 . 1 . Soient M une variete analytique complexe et (L, h) un fibre
en droites holomorphe positif sur M. Si D CC M est un domaine localement pseu-
doconvexe et relativement compact dans M, alors il existe un entier ro tel que D soit
®r L-convexe poir tout r ^ ro.

Soient M, D, (L,h) comme dans le theoreme precedent et D un revetement
holomorphe connexe de D. II est naturel de se demander si D est (ir*(Lr

D), n*hr)-

convexe pour r assez grand. Dans cette note on demontre le resultat suivant:

THEOREME 1 . 2 . Supposons que (L, h) soit positif sur M et que D CC M est
localement pseudoconvex et relativement compact dans M. Alors il existe un entier
ro tel que pour tout r ^ ro et tout revetement holomorphe connexe n : D —> D, le
revetement D est (TT*(Z/JJ), 7r*(ftr))-convexe.

Rappelons qu'un fibre holomorphe en droites L est dit positif sur M si la (1,1)-
forme de courbure c(L)h est definie positive sur le fibre tangent holomorphe TM de
M. Si (U, *) est une trivialisation de L sur U, Lv = 7r~1(t/) i—> U x C, alors la
metrique h de L est donnee par

et c(L)h s'ecrit
c(L)h = iddip sur U

ou tp est une fonction de classe C2 sur U. Si (V, <3>) est une autre trivialisation alors
ip = 0 + l o g | * o $ - 1 | sur UDV and iddlog | * o^"11 = 0. Done c(L)h est definie
positif sur U si et seulement si ifi est une fonction strictement plurisousharmonique.

Si u et v sont des (p; g)-formes sur M a valeurs dans L, la quantite (u, v)h designe
leur produit par rapport a h et une metrique donnee gsu rM. L' adjoint formel de
l'operateur d surL est note d et Ricci(g) designe la courbure de Ricci de g. Pour
de plus amples details voir [3, 5]

2. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2.

Soit 5 une partie infinie de D sans point d'accumulation. On construit une section
holomorphe a de ir*(Lr

D) au dessus de D telle que HCTC?)!^.^ soit non bornee sur 5 .
Puisqu'il suffit de considerer chaque partie infinie de S, on peut supposer que S est
egale a une suite de points {z^}. On pose xv :— 7r(zy).

Si la suite {xv} n'admet pas de point d'accumulation dans D, d'apres le Theoreme
1.1, pour r ^ r0 assez grand (r0 ne depend que de D), il existe une section holomorphe
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s de U sur D telle que | | s | | h r soit non bornee sur {xu}. La section holomorphe a := n*s

de (ir*(Lr
D),Tr*(hr))sur D est done non bornee sur {zv}.

Si {xv} admet un point d'accumulation w dans D, alors on peut supposer que
xv —> w 6 D. Soit g une metrique kahlerienne complete sur D [1, Proposition 1.2]
et g — ir*g 1'image reciproque de g. Puisque n est un revetement holomorphe, g est
une metrique kahlerienne complete sur D. Soit (V,^) c± B(0,2R) une carte locale
centree en w et de rayon 2R telle que Ly soit trivial. Soit t une section holomorphe
de Z/surM telle que t(w) ^ 0. Quitte a prendre R assez petit, il existe un voisinage
O de Y = {x e D;t(x) = 0} dans (D,g) telle q u e F n O = i

On pose U := ^r-1(S(0, i?)). Puisque n est un revetement, quitte a prendre
R assez petit, on peut ecrire TT~1([/) = \JUU avec a;̂  S Uu pour i/ assez grand et

les voisinages [/„ sont disjoints deux a deux et n : Uu —> U est biholomorphe. Soit
*„ : [ / „ -> S(0, 2i?) C C definie par

L'application ^v verifie les proprietes suivantes:

(1) xiv(zv) — 0 pour chaque v
(2) II existe des constantes a et b independantes de v telles que: a^*vge ^

^>1g ̂  b^1ge sur Uv, ou #e est la metrique euclidienne.

Soit A une fonction test a support dans B(0, R) telle que A = 1 dans un voisinage
de 0 et 0 ̂  A ̂  1. La fonction $ : D —t [—exs, +oo[ definie par:

si ze\JvUu() ^
[ 0 ailleurs,

est C°°sur5\ {^j^j et d'apres (2)

au sens des courants

ou K est une constante positive. De plus e~* n'est pas sommable au voisinage de zv.

Soit f une section holomorphe de Lsurl/ telle que t(w) / 0. On considere la

section s de -K*{LD) sur £) definie par

( ) S
y 0 ailleurs.

ou r(z) := d-(2o,2) e s t la distance par rapport a la metrique g entre z et un point

fixe z0 de D. On peut choisir la fonction test x de sorte que la (0, l)-forme lisse
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a := ds a valeurs dans TT*(LD) dont le support est contenu dans {JUU, s'annule dans

un voisinage {(zv)} U O. D'apres (2) on a |9(xo*v)|~ ^ Csurf/^, ou la constante C
est independante de v. D'ou

(**) | |a| |^re-* ^ C ' e 2 ^ " ) .

LEMMA 2 . 2 . [7, Lemma 1.1]. II existe une fonction p : D —> R de classe C°° et
exhaustive verifiant

(a) C W p ^ C2r
(b) \iddp\- < C3

dans 7r~1(C/), ou Jes constantes dependent de U.

Soit f TT*LE), n*h ) le fibre en droites TT*(L.D) muni de la metrique singuliere h :—

e'^ir'h ou K = 3Cf V + $ + T - log 11^**11 .̂.̂  et r := 7r* logVg/VM (VM est la forme
volume associee a la metrique kahlerienne c(L) sur M). Puisque r ^ C5 sur 7r~1(C/)
e t IÎ IU (resp | | t | | hr) est bornee sur U, on a d'apres (**)

On peut choisir R sumsamment petit de sorte que £/„ C B~(zv, R) pour tout v et que
les volumes des boules B~(zv,R) soient uniformement bornes en v. Pour z £ [/„ on a
r(zv) -R^ r(z) ^ C^p(z). D'ou

car on peut supposer que v(zv) ^ v pour v assez grand.
Soit / une (0, l)-forme lisse sur D a valeurs dans TT*(LD). D'apres l'inegalite de

Cauchy-Schwarz, on a

^ / , ~'dV-g.

II existe des constantes c > 0 and d telles que c(L) ^ eg et Ricci(c(L)) ^ d.g sur {/.
Puisque — idd\og \\t\\ — rc{L) sur U, pour r assez grand on a

Ricci{g) + idd$ + i3Ci1ddp + r'iT*c{LD) + K*c{LD) + iddT^ eg sur Ti-^f/).

En utilisant l'identite de Bochner-Kodaira-Nakano en geometrie Kahlerienne [2] et
(***), on deduit
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Puisque da = 0, il suffit de considerer les formes / 9-fermees. Done pour tout / 6

Dom (d I , on a

d'f dV-
1 / 2

D i

La metrique g est kahlerienne complete sur D, d'apres la theorie de Hormander [5]
(version singuliere [2]). II existe une section localement integrable (5 de TT*(LD) sur D
telle que

dp = ds et / \\{3\\l, dV~g ^ ( \\a\\\, dV~g.
J D J D

Puisque e~* n'est pas sommable au voisinage de zv on a ft(zu) = 0 . La section
holomorphe a := s — p de TT*(LD) sur D verifie ||cr(2^)|| = er(z") —>. oo. Ce qui
acheve la demonstration du theoreme.

En utilisant les techniques precedentes et Fidentite de Bochner-Kodaira-Nakano en
geometrie Hermitienne [3], on peut demontrer le theoreme suivant qui generalise celui
de Stein [8] sur les revetement des varietes de Stein.

THEOREME 2 . 3 . Soient (X,g) une variete Hermitienne complete et (L,h) un
fibre holomorphe en droites positifau dessus de X. Si X est L-convexe alors il existe un
entier ro tel que pour tout r Js ro et tout revetement holomorphe connexe it : X —t X,
le revetement X est (TT*LT, n*hr)-convexe.

REMARQUE. Le Theoreme 1.2 a ete demontre par Napier [6] en supposant que la
frontiere de D est de classe C 4 .
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