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CONVEXITE HOLOMORPHE INTERMEDIAIRE
DES REVETEMENTS D'UN DOMAINE PSEUDOCONVEXE

S. ASSERDA

Let M be a complex manifold and L — M be a positive holomorphic line bundie
over M equipped with a Hermitian metric h of class C?. If DCC Misa
pseudoconvex domain which is relatively compact in M then there exists an integer
ro such that for every r > r¢ and for every connected holomorphic covering  :
D— D, the covering D is holomorphically convex with respect to holomorphic
sections of (w*(Lp),n*h").

1. INTRODUCTION ET ENONCE DU RESULTAT PRINCIPAL

Un domaine D cC C” est dit localement pseudoconvexe si tout point zo € 4D
admet un voisinage Uy, C C" tels que Uz, N D soit pseudoconvexe. On adopte une
definition analogue pour les domaines dans les variétés analytiques complexes.

DEFINITION 1.1: Un domaine D relativement compacte dans une variété ana-
lytique complexe M (dim.M = n) est localement pseudoconvexe si pour tout point
Ty € 8D il existe une carte locale (Uyy, ¥z,) passant par zo tels que Uy (U, N D)
soit pseudoconvexe dans C™.

Dans [4] Grauert introduit la notion de convexité holomorphe par rapport aux sec-
tions holomorphes d'un fibré vectoriel, qui généralise la convexité holomorphe ordinaire.

DEFINITION 1.2: Soient N une variété analytique complexe, L un fibré vecto-
riel holomorphe au dessus de N et h une metrique Hermitienne de classe C?sur L.
La variété N est dite L-convexe si pour toute partie infinie § C N sans point
d’accumulation dans N, il existe une section holomorphe o de Lsur N telle que la
fonction |lo(?)||, soit non bornée sur S.

REMARQUES.
(i) Si L est de rang un et D CC N est L-convexe alors D est localement
pseudoconvexe.
(ii) Si D cC N alors la notion de L-convexité est indépendante du choix de
la métrique hsur L.
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La restriction de Lsur D est notée par Lp et ®"L désigne le produit tensoriel de L
(r fois).
Dans [1] le résultat suivant est démontré :

THEOREME 1.1. Soient M une variété analytique complexe et (L,h) un fibré
en droites holomorphe positif sur M. Si D CC M est un domaine localement pseu-
doconvexe et relativement compact dans M , alors il existe un entier rq tel que D soit

®" L-convexe poir tout T > 1g.

Soient M, D, (L,h) comme dans le théoréme précédent et D un revetement
holomorphe connexe de D. Il est naturel de se demander si D est (7*(Lp),n*h")-
convexe pour r assez grand. Dans cette note on démontre le résultat suivant:

THEOREME 1.2. Supposons que (L, h) soit positif sur M et que D CC M est
localement pseudoconvex et relativement compact dans M. Alors il existe un entier
ro tel que pour tout r > rg et tout revetement holomorphe connexe w : DD, le
revétement D est (w*(L,), 7*(h"))-convexe.

Rappelons qu’un fibré holomorphe en droites L est dit positif sur M sila (1,1)-
forme de courbure c(L), est définie positive sur le fibré tangent holomorphe TM de
M. Si (U,¥) est une trivialisation de L sur U, Ly = 7~} (U) = U x C, alors la
métrique h de L est donnée par

el = 1le ¥® veeU, VE€L,~C

et ¢(L), s’écrit
c(L), =100y sur U

olt ¥ est une fonction de classe C2surU. Si (V,®) est une autre trivialisation alors
Y =¢+log|¥od ! sur UNV and iddlog|¥o® | =0. Donc c(L), est définie
positif sur U si et seulement si ¢ est une fonction strictement plurisousharmonique.

Si u et v sont des (p; g)-formes sur M & valeurs dans L, la quantité {(u,v), désigne
leur produit par rapport & h et une metrique donnée gsur M. L’ adjoint formel de
Poperateur & sur L est noté 8 et Ricci(g) désigne la courbure de Ricci de g. Pour
de plus amples détails voir [3, 5]

2. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2.

Soit S une partie infinie de D sans point d’accumulation. On construit une section
holomorphe ¢ de #*(L7,) au dessus de D telle que lo(?)l| ;xpr soit non bornée sur S.
Puisqu’il suffit de considérer chaque partie infinie de S, on peut supposer que S est
égale A une suite de points {z,}. On pose z, := 7(2,).

Si la suite {z,} n’admet pas de point d’accumulation dans D, d’aprés le Théoréeme
1.1, pour r > ry assez grand (7 ne depend que de D), il existe une section holomorphe
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s de L™ sur D telle que ||s]|,- soit non bornée sur {z,}. La section holomorphe ¢ := n*s
de (7*(L%),n*(h"))sur D est donc non bornée sur {2,}.

Si {z,} admet un point d’accumulation w dans D, alors on peut supposer que
z, » w € D. Soit g une métrique kdhlérienne compléte sur D [1, Proposition 1.2]
et g = m*g 'image réciproque de g. Puiscjue 7 est un revetement holomorphe, g est
une metrique kdhlérienne compléte sur D. Soit (V,¥) ~ B(0,2R) une carte locale
centrée en w et de rayon 2R telle que Ly soit trivial. Soit ¢ une section holomorphe
de L"sur M telle que ¢(w) # 0. Quitte & prendre R assez petit, il existe un voisinage
O de Y = {z € D;t(z) = 0} dans (D, g) telle que VN O = 0.

On pose U := ¥~ }(B(0,R)). Puisque 7 est un revetement, quitte & prendre
R assez petit, on peut écrire n~(U) = |JU, avec =, € U, pour v assez grand et

v

les voisinages U, sont disjoints deux a deux et ® : U, — U est biholomorphe. Soit
U, : U, = B(0,2R) C C™ définie par

U, (2) := O(r(2)) - U(r(2,)) 2€U,.

L’application \Tl,, vérifie les propriétés suivantes:
(1) ¥,(2,) =0 pour chaque v
(2) 1 existe des constantes a et b indépendantes de v telles que: a¥}g. <

¥rg < b\fll",ge surU,, ou g, est la métrique euclidienne.

Soit A une fonction test a support dans B(0, R) telle que A =1 dans un voisinage
de 0 et 0 < A< 1. La fonction @ : D — [—o0, +oo| définie par:

2nA(z) log ’\Ilu(z)l si zel, U
®(2) =
0 ailleurs,
est C®sur D\ {z,}52, et d’aprés (2)
i00% > —Kg au sens des courants

¢

ou K est une constante positive. De plus e~% n’est pas sommable au voisinage de z, .

Soit ¢ une section holomorphe de LsurV telle que t(w) # 0. On considére la
section s de 7*(Lp)sur D définie par

X(\f/,,(z))e’(z”)f(ﬂ(z)) sizé€ LUJU,,

0 ailleurs.

s(z) =

ou r(z) = dg(zo,z) est la distance par rapport & la métrique g entre z et un point

fixé 2o de D. On peut choisir la fonction test x de sorte que la (0,1)-forme lisse
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« := 0s & valeurs dans 7*(Lp) dont le support est contenu dans | JU,, s’annule dans
v

un voisinage {(2,)} UO. D’aprés (2) on a I—a_(xo\lfu)lg < CsurU,, ou la constante C
est indépendante de v. D’ou

(%) Ha”ir e~ < C'GZr(ZV).

LEMMA 2.2. [7, Lemma 1.1]. Il existe une fonction p: D — R de classe C*™ et
exhaustive vérifiant

(a) Cir<p<Cor
() |i00p]; < Cs

dans n=Y(U), ol les constantes dépendent de U .
Soit (W*LD, w*h,) le fibré en droites 7*(Lp) muni de la métrique singuliere b :=

e™*m*h olt k= 3C 'p+®+ 7 —log|[m*t|| «pr et 7 :=7"logVy/Vr (Vi est la forme
volume associée & la métrique kahlérienne c(L) sur M). Puisque 7 > Cs sur n~1(U)
et ||€]l, (resp ||t]|,~) est bornée sur U, on a d’aprés (xx)

’ r(zy)— -1
/5||a||i/ dVgSC Z/ 62( ) 3Cl pdVg

On peut choisir R suffisamment petit de sorte que U, C Bg(z.,, R) pour tout v et que
les volumes des boules Bg(z,,, R) soient uniformément bornés en v. Pour z € U, on a

r{z,) = R < r(2) < CMp(2). Do
/v ||a||i/ dVa < C” Ze-r(zl/) < 00
D v

car on peut supposer que r(z,) > v pour v assez grand.
Soit f une (0,1)-forme lisse sur D & valeurs dans 7*(Lp). D’aprés Iinégalité de

Cauchy-Schwarz, on a

(+4%) (Llodavy) < Lrotgavs [ sty av;

Il existe des constantes ¢ > 0 and d telles que ¢(L) > c.g et Ricci(c(L)) > d.g sur U.
Puisque —i99 log ||t|| = rc(L) sur U, pour r assez grand on a

Ricci(g) + i00® + i3Cy'00p + ra*c(Lp) + m*c(Lp) + 1081 2 cg sur =~ (U).

En utilisant lidentité de Bochner-Kodaira-Nakano en géomeétrie Kihlerienne (2] et

{(* * %), on déduit

(Ll avy)’ <1 [leiavs( [ ]

3 f

2 = .12
Vi 118715 avs).
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Puisque da = 0, il suffit de considérer les formes f O-fermées. Donc pour tout f €
Dom (5*) ,0n a

[ientavs < (et ) (]

La métrique § est kihlérienne complete sur D, d’aprés la théorie de Hoérmander {5]

7 f ‘i av;) v,

(version singuliere [2]). Il existe une section localement intégrable 8 de 7*(Lp) sur D

telle que
5238 2 2
06 = 0s et /~ 1Bl dVy < /g el AV
D D
Puisque e~% n’est pas sommable au voisinage de z, on a B(z,) = 0. La section
holomorphe ¢ := s — 8 de 7n*(Lp) sur D vérifie ||o(2,)|| = e"®) — oco. Ce qui

achéve la démonstration du théoréme.

En utilisant les techniques précedentes et 1'identité de Bochner-Kodaira-Nakano en
géométrie Hermitienne [3], on peut démontrer le théoréme suivant qui généralise celui
de Stein (8] sur les revetement des variétés de Stein.

THEOREME 2.3. Soient (X,g) une variété Hermitienne compléte et (L, h) un
fibré holomorphe en droites positif au dessus de X . Si X est L-convexe alors il existe un
entier Ty tel que pour tout T > ry et tout revetement holomorphe connexe T : X > X,
le revetement X est (m*L7, 7*h")-convexe.

REMARQUE. Le Théoréme 1.2 a été démontré par Napier [6] en supposant que la
frontiere de D est de classe C*.
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