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Une classe d’hamiltoniens polynomiaux
isochrones

Bertrand Schuman

Résumé. Soit Hy = xz?' ’ un hamiltonien isochrone du plan R2. On met en évidence une classe
d’hamiltoniens isochrones qui sont des perturbations polynomiales de Hy. On obtient alors une
condition nécessaire d’isochronisme, et un critére de choix pour les hamiltoniens isochrones. On voit
ce résultat comme étant une généralisation du caractere isochrone des perturbations hamiltoniennes

homogenes considérées dans [L], [P], [S].

2, 2
Abstract. Let Hy = % be an isochronous Hamiltonian of the plane RZ. We obtain a necessary con-

dition for a system to be isochronous. We can think of this result as a generalization of the isochronous
behaviour of the homogeneous polynomial perturbation of the Hamiltonian Hy considered in [L], [P],
[S].

Introduction

On utilise la théorie des formes normales de germes de champs de vecteurs a 'origine
tangentsa Zp = » -, )\,'(xia% — }’ia%) dans R, n > l,avec \; € R, 1 <i < n.
On est interessé par le probleme de la linéarisation des champs de vecteurs ayant
pour partie linéaire X° dans le cas hamiltonien.
Dansle cas n = 1, on est dans le cas particulier du probléeme de la linéarisation des
champs hamiltoniens du plan R?, ayant pour partie linéaire une rotation a l'origine,
autrement dit, du probléme du centre isochrone hamiltonien. Ceci est le cadre de

2 2
, . . R

notre étude des perturbations polynomiales de Hy = =5~
La forme normale utilisée, dans le cas hamiltonien considéré ici, est la forme nor-

male de Birkhoff.

Dans le premier paragraphe, on prépare la présentation de la notion d’hamil-
tonien du plan dans le cadre de la théorie des formes normales de familles d’hamil-
toniens polynomiaux au voisinage d’un point elliptique de type de Birkhoff [F1] dans
R2", n > 1. On écrit alors explicitement les transformations de Lie et les équations
homologiques donnant les coefficients des séries normalisantes de Birkhoff.

Puis, au paragraphe 2, dans le cas du plan, on caractérise les champs homogenes
en leur attachant les deux premiers coefficients de Birkhoff, qui sont algébriques en
les coefficients de la perturbation polynomiale de Hy, et définissent les spheres de
Birkhoff. Ces spheres fibrent ’espace des coefficients, et donnent une obstruction a
l'intégrabilité [S]. Le caracteére isochrone linéaire, i.e., le cas trivial Hp, devient alors
clair lorsqu’on étudie la fibre en zéro, avec les propositions 2.1 et 2.2. Le résultat sur la
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non-existence de perturbations isochrones homogenes, théoreme 2.3, a été démontré
de fagon indépendante par C.-J. Christopher et J. Devlin [Ch.D] par des arguments
de nature complétement différente.

Au paragraphe 3, on étudie des perturbations plus générales. Le théoreme 3.4
permet de donner une condition nécessaire d’isochronisme en cernant une classe
d’hamiltoniens par des hypotheses sur certains des coefficients de la perturbation
polynomiale. De nombreux exemples sont donnés.

1 Equations homologiques et formes normales

Soit (RZ", (x, y)) ,oux = (X1,...,%4), ¥ = (J1,...,¥n), avec la 2-forme symplec-
tiquew = Y_"_, dx; A dy;. On note

a=qQp,...,0, ﬂ:ﬂlv"'vﬁn <a7ﬁ>zzaiﬂi

|a|:a1+-~-+an ‘ﬁ|261+"'+ﬁn (a_ﬁ):(ai_ﬁiw“;an_ﬁn)

an 0 _ b, 2571.

o —
n =2z

2=z z

On considére ’hamiltonien H = H, + ¢H; avec

(1) HO%;,\,-(xf+y?)

ALy -5 A) € R,

(%) Na)=0=a=0

et

(2) Hi= Y Aupx"y’
jal+]6=d

une perturbation polynomiale homogene de Hj.
Soit ¢ le champ de vecteurs hamiltonien associé a Hy : i(Zg)w = —dHy, Zy =
S (= y,»a% + x,-a%_). Il est pertinent de faire un changement de coordonnées

pour étudier, en particulier, les valeurs propres de Z. On pose z; = % (xi +v/—1y:)
etz; = %(xi — /=1y, alorsw = Y"1 \/—1dz A dz;. Ainsi

3) Hy = \izizi
i-1

et=,) = Z?:l vV =1z % - Z,'%); le point (0, 0) est de type elliptique: les valeurs
propres de = sont /—1); and —v/—1);, 1 < i < n. On peut écrire

(4) H, = Z aa,gzo‘iﬁ

laf+]8|=d
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tel qu'on impose des conditions de réalité sur les coefficients de H.
Pour analyser la classe des hamiltoniens homogenes définis ci-dessus, on se pro-
pose de calculer explicitement la forme normale de Birkhoff de H [B].

Proposition 1.1 [B] 1l existe un systeme de coordonnées formelles tel que HP'™ =
Ho+Y >, By.(22)k, oit les coefficients des séries formelles By = Bi(aa,8, da,3) sont des
polynomes en les parametres a, g.

Définition 1.2 On appelle la série HP™ forme normale de Birkhoff.

On note Eppinc = Zo + Z?:l Bi(z121,. . ., znz'n).(zia% - Zi%), le champ associé a
I’hamiltonien H®'¥ ot les B; sont des séries formelles.

Les fréquences de =y sontles Ay + By (c1), ..., A, +By(c,), et dépendent du tore
invariant considéré z;Z; = ¢y, . . . , 2,2y = Cp-

Dans ce cadre, on définit un hamiltonien harmonique comme il suit :

Définition 1.3 On dit qu'un hamiltonien de la forme H = Hy, + H; est harmonique
si les fréquences de Zp sont constantes et indépendantes du tore invariant considéré.

Remarque 1.4 Un hamiltonien harmonique est intégrable. La condition (*) im-
plique que toutes les solutions sont quasi-périodiques, i.e., linéaire sur le tore.

Définition 1.5 On dit qu'un hamiltonien est isochrone si toutes ses orbites sont
périodiques et toutes de méme période.

Remarque 1.6 Dans le cas de la dimension 2, les deux notions coincident.

Pour le calcul de la forme normale HB™, i.e., la démonstration constructive de
la proposition 1.1, on utilise des transformations de Lie, i.e., on effectue des chan-
gements de coordonnées successifs qui sont les flots de champs de vecteurs hamilto-

niens.
Soit donc, pour commencer, Z; un champ de vecteurs hamiltonien, d’hamiltonien
Ki, i(E])w = —dKj. On considere son flot ®1(e) = exp(eK;). Ainsi la premiére

étape est, grace au symplectomorphisme ®; tangent a 'identité modulo les termes
en €2, I’annuler, si possible, les termes en € dans 'expression de H.

exp(eEl)*(HO + €H1) = HO + 6({K1, Ho} + Hl) + O(Ez).
On a alors a résoudre ’équation
{Kl,Ho} +H1 - 0

qui est équivalente a
{Hy,K} = H;.

La deuxieme étape est de faire un changement de coordonnées grace a un flot
d’un champ de vecteurs hamiltoniens =5, avec K, pour fonction d’Hamilton, et de
poursuivre le calcul en négligeant les termes d’ordre supérieur a trois.

(exp(6252) oexp(eEl)) >k(HO +€H1) = HO +€2({K2, Ho} + { Kl{Kl, Ho}}) +O(63).
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Ainsi, on a a résoudre une seconde équation
{Ho, K>} = {Ky,{Ki,Ho}}
= _{Klle}
={H,, K }.

On suppose qu'on a annulé tous les termes jusqu'a l'ordre #, et quon a trouvé
n hamiltoniens qui ont permis de faire les changements de coordonnées. Soient
Ki,...,K, ces hamiltoniens et =, . . . , 2, les champs de vecteurs associés.

Par récurrence, on suppose qu'on a obtenu # équations :

{H07K1} :Hl
{Ho, K>} = {Hi,Ki}

{Ho, K3} = { {H\, K.}, Kz }

{Ho, K.} ={...{H,Ki}, K2 },... },Kuo1}.

Soit =, tel que i(Z,+1)w = —dK,+1. Alors on peut effectuer un nouveau change-
ment de coordonnées tangent a I'identité en négligeant les termes d’ordre €"*2. On
considere

(exp(e"'Ey1) 0 -+ 0 exp(€Ey)) “(Ho + €H))
= (Hy+€H;) o (exp(e"“EnH) 0---0 exp(eEl))
= Hy+ "' ({Ku1, Ho} + { Ky, {Ku, Ho} } ) + O(€"*).

On obtient une nouvelle équation & résoudre

{HoaKrHl} = {Kn, {KnaHO}}
—{Ku, {...{H1,K1, },..., Kuz1}
{...{H,K},K},...},K.}.

Si on veut écrire la forme normale de Birkhoff de Hy + e€H;, il est nécéssaire de
considérer ces équations et d’essayer de les résoudre dans le but d’éliminer les termes
“non résonnants”. En fait, comme on le montre dans le lemme 1.7, il existe une condi-
tion de “non résonance” pour trouver I'opérateur Jo = {Ho, .} ! lorsqu’il existe et
est défini. Quand la condition n’est pas remplie, il n’est pas possible d’annuler les
termes et on les appelle les “mondmes résonnants” : les coefficients de ces monomes
sont les coefficients de Birkhoff. Si on est capable d’annuler tous les coefficients de
Birkhoff, on trouve alors les conditions du centre isochrone. En effet :

Lemme 1.7 On note Jo = {Hy,.}™ ! lorsque cet opérateur existe. On obtient
) = 22 -
80222 = =2 (0~ ) £0.
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Démonstration
0 0
—V=1{Hy, }.(z°2°) = (2= — z2— ) .(z*2°
{Hy, .}.(z%2") <Z5’z Z@Z) (z°27)
= azz* 17’ — Bz°20 !
= (Oé - B)Zazﬂa
dong, si (o — ) # 0 alors on peut calculer 'inverse de 'opérateur {Hp, .} ]

Apres avoir précisé ce cadre général, on se restreint dans la suite a ne considérer
que le cas de la dimension 2.

2 Equations algébriques attachées au probleme du centre isochrone
pour les champs hamiltoniens polynomiaux homogenes

On calcule explicitement les deux premiers coefficients de Birkhoff de la série nor-
malisante H*™. On distingue le cas pair du cas impair.

Proposition 2.1
(1) Si H] = H2p+1 alors B] = 2(2p + 1) Zf:o |[12p+1_,‘7i|2.
(ii) SiHy = H,p alors By = a, , et B, = 2(2p) Zf:ol lazp—iil*

On note €[z, Z] 'ensemble des polyndmes réels de degré d en (z, Z) a coefficients
complexes, i.e., H, € Cy[z,z], H = me:d a, ,2Pz% tel que a, o = g p.

A chaque polynéme H, correspond de facon unique un point de I'espace R, ot
D = 2k + 2 dans le cas impair d = 2k + 1, et D = 2k + 1 dans le cas pair d = 2k, de
la forme (Re(ap_’q), Im(aM)) .

De plus, on considére By, B, comme des applications de I’espace des coefficients

complexes a, 4 a valeurs réelles.
Pour le cas impair,

B;: €M1 — R, (a2p+1,0, ceey ap+1,p) —2(2p+1) Zfzo |a2p+1—i,i 2,

et le cas pair,

Bi: C xR —R, (a2p,05---,0p11,p—1,0p,p) = dp p,

By CF X R —= R, (@290, -+ s, @pi1 p—1, App) > 2(29) 307 azp—iif?-

On note, pour o € R, 'hyperplan Py, = {(a2p,0, .-, pt1,p—1,app) : App = O}
R C R2P*! et € le cylindre 827! x R € R, 00 85" = {(azp0, - -+, dpr1p-1) :

S |azp—ii|* = o} estla sphere euclidienne dans R*P*!.

Proposition 2.2

(i) Limage réciproque de o, o € R*, B ' () est la spheére S

(ii) De méme, les fibres Bl_l(al), et BZ_I(OQ), a1 € R, ap € RY sont, respectivement,
P C R et @ C R2PHL

On a alors que By ' () N By '(a) est P N € = 871 .
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Le théoreme suivant montre qu’il ne peut exister de centre isochrone hamiltonien
autre que dans le cas linéaire :

Théoreme 2.3
(i) Limage réciproque de 0, B; ' (0) se réduit au point {0}.
(i) De méme, la sphere By '(0) N B, '(0) se réduit au point {0}.

Les deux spheres SZPH R2P*2 ot 821)71 C P ~ R se réduisent a un point : il ne peut
exister de perturbatzon homogene zsochrone non nulle du centre xa% — y%.

Démonstration de la proposition 2.1 Premier cas: H; = Hjp4;.

2p+1

_ 2p+1—i=i
Hypi1 = g A2p+1—i,iZ b Z
i=0

2p+1
@pti—ii  2pt1—izi
K = Jo.Hypss = —v/—1 Y —22H=0H 2p
1= Jo-Haps1 Z(2p+1)72iz z,
1=0
OHypr1 0do-Hapr1  OHaps1 0do-Hapn
H2p+1 H — ./ P . P _ P . p
{ »do-Hape } 0z 0z 0z 0z
— 2/ TRe OHyp11 '830'H2p+1
0z 0z ’
a cause des conditions de réalité sur les coefficients de la perturbation.
5'H2 1
I Z(2p+1—l)azp+1wzl’ z
i=0
2p+1
_ Z iﬂi,2p+1—i2i7152p+17i,
i=1
2p+1 .
830.H2P+1 1A p+1—i,i 2 i
— /_1 ’ Z PH_IZ’_I.
oz ; (2p +1—2i)

On cherche le coefficient du mondme résonnant de degré 4p : z2?z*# dans le produit

OH,py1 030.-Hapia
0z =~ 0z

2p+1 2p+1

: i—1=2p+1—i ’“21”1*” 2p+l—izi—1
f\/71< E 1a; 9ps1 iz 'Z2PT ’) E Ptz
~ 1,2p+1—1 (2P Tl 21)

2p+1 2

= — e .. 2 2P_2P
V- (Z T |a2p+171,1| )z z

+ “termes non résonnants”.

https://doi.org/10.4153/CMB-2001-032-9 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CMB-2001-032-9

Une classe d’hamiltoniens 329

On note B; le premier coefficient de Birkhoff, i.e., le coefficient de Z2PZ%P dans le
produit ci-dessus.

2p+1
Z(Zp-i—l) |2p+1 112
p -2
@2p+1 2

2:: (2P+1) | 2p+1 zz| Z(2p+1) | z2p+1 i

(2p+1)* ,

m|02p+1,0|
P 2

2p+1—
= Z W| Mopri—ii)* — 2p + Dlazper ol

i=1

P . o
(i—2p—1+0)@{i+2p+1—1)
E p p |a2pe1—ii|> — (2p + 1)|azps]?

Qp+1)—2i

i=1

14
- Z(ZP + 1)‘02p+1—i,i|2 - (2p+ 1)|a2p+1,0|2~

i=1

Finalement, I'expression de B; est

p
By =2Q2p+1) Y |azpii—iil’

i=0
Deuxieme cas : Hy = Hy,.
2p
i
H2p = E Arp—iiZ b 'z,

i=0
i=p—1
arp—i a ..
30.H2p _ _\/_—1( Z ; 2P7” 2p—i= z+ Z : 2P71211 217—121)7
=0 p i=p+1 p

car ap, szEp est un mondme résonnant.

2p—1
aHzp 2p_i .
= E 2p —i)ay,_; ;2717

82 o ( P ) 2p—i,i

2p

. i—1=2p—i

:E iajpp—iz 2P,
i=1

630-H2p Arp—ii 2 Arp—ii ..
— " — /= p—izi—1 + p—1t 2p—171—1
0z Zl z Z lzp _ 21 z )

i=p+1

https://doi.org/10.4153/CMB-2001-032-9 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CMB-2001-032-9

330 Bertrand Schuman

p—1 . 2p .
OHap 0d0-Hop _ _ /5 > lazp—iil® | 3 Plazp—iil”\ 2p-1-2p-1
0z = 0Oz ~ 2p—2i S 2p —2i

+ “termes non résonnants”.

On note B, le coefficient de z2?~'z*?~!. On rappelle que le premier coefficient de
Birkhoff est B; = ay .

p-1 i2\azp e 2p i2|a2p Ll
v/—1B, = L L B L) i1
g ; 2p —2i i_zp; 2p —2i
p=1 5 2 Pl 2
i*|azp—ii 2p —1) 2 2
= PR A S S -+ 7 i =2
Pl 2
i —(2p—1) ) )
SR
i=1
p—1
= —sz |a2p_,~_’i\2.
i=0
Finalement,
p—1
Bz = 2(21))2 ‘azp_,‘3,‘|2. [ |

i=0

3 Etude des hamiltoniens non homogenes : sur une classe de pertur-
bations polynomiales

On généralise, en complétant ainsi 'étude du probleme du centre isochrone des
champs hamiltoniens, le résultat obtenu précédemment pour les perturbations ho-
mogenes. Ce faisant, on comprend ainsi plus en détail le comportement des premiers
coefficients de Birkhoff. On commence par établir un théoreme qui permet de cer-
ner une classe de polynémes qui ne sont nécessairement isochrones que dans le cas
linéaire Hy. Un intérét évident ressort de ce début de classification des champs ha-
miltoniens polynomiaux : pour obtenir un champ de vecteurs isochrone autre que
Hy, il est nécessaire d’étre dans le complémentaire de cette classe de polynémes. On
met ainsi en évidence un critére de choix effectif pour les hamiltoniens isochrones.
On peut consulter [G] pour trouver une condition nécessaire d’isochronisme.
Celle-ci donne une caractérisation de la fibre de la fonction d’hamilton des champs
linéarisable de ((Cz, (x, y)) . Détude de ’homologie évanescente H; (H —I(z), Z) de
la surface de Riemann associée 8 H™!(z) permet de formuler la conjecture suivante :

Conjecture (L. Gavrilov) Si H(x, y) est un hamiltonien polynomial isochrone, alors
le cycle évanescent en zéro de la fibre H~!(z) est homologue a zéro.
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La conjecture est vraie dans le cas des points singuliers de type simple (A, Dy, Es,
E7, Eg) [G].

On calcule les deux premiers coefficients de Birkhoff pour des perturbations non
homogenes de Hy du type Hy, + Hyp_5, p > 3.
Proposition 3.1 Soit p > 1.

(1) Si H] = H2p+1 + H4p alors B] = a2p72p + Z(ZP + 1) Z‘IP:O |02p+1_,‘_’,“2.
(ll) SiH, = H2p +H4p,2, alors B, = ap.p etB, = d2p—1.2p—1 +2(2p) Zf’;}l |a2P,,‘71‘|2.

Démonstration Premier cas: H; = Hypyy + Hy,.
Le premier coefficient de Birkhoff B est le coefficient de (zZ)*? dans la série

H™ = 7z + By (22)* + - --

donnant la forme normale de ’hamiltonien. On résout les équations homologiques
composantes homogenes par composantes homogenes : on reprend le calcul des
séries de Lie explicité dans le cas homogene. Soit Z; un champ de vecteurs hamilto-
nien tel que i(Z;)w = —dK;.

exp(E1)*(Ho + Hy) = Ho + ({Ky, Ho} + Hap1) + { K1, {K1, Ho} } + Hap + -+ .

On a a résoudre I’équation
{Ho, K1} = Hapy1.

Soit alors =, tel que i(Z,)w = —dKj, et on obtient
(exp(Ez) @] exp(El)) *(HO + Hl) = HO + ({Kz,Ho} + {Kl, {Kla H()}} + H4p) + .-

d’ou
{H07 KZ} - {H2p+1,K1} + H4p.

A ce stade, on est déja en mesure de calculer explicitement le premier coefficient
de Birkhoff de la forme normale de ’hamiltonien considéré. En effet, la premiere
équation homologique permet d’obtenir K;, de degré 2p + 1, puis la recherche du
premier mon6me résonnant de degré 4p généré par le crochet de Poisson { Hyp1, K7 }
se fait comme dans le cas homogene auquel il faut ajouter le terme a,;, provenant
de la partie homogene Hy;, de degré 4p. On obtient donc

H™ = Hy + B (22)*F + - - -

ou
P

By = ay0p +202p+ 1) Y _ lagpei—iil-
i=0

Deuxiéme cas: Hy = Hyp + Hyp».
La démonstration est identique au cas précédent, mais cette fois on est obligé de
calculer les deux premiers coefficients de Birkhoff du fait de I'existence d'un mondéme
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résonnant dans la partie perturbative H,,. On peut donc écrire ainsi les premiers
termes de la forme normale de Birkhoff

HE™ — Hj + By (22)” + By(22)*P ' + - -

ol
p—1
2
B, = ap.p et B, = A2p—1,2p—1 + 2(2p) Z |a2Pi7i| . |
i=0

Proposition 3.2

(i) Soit H = Hy + H,, avec H, = Hyp41 + Hyp. Siazp0p, > 0 alors il ne peut exister
P P p.2p p
de centre isochrone autre que dans le cas linéaire Hy.
(ii) Soit H = Hy+ Hy, avec Hy = Hy, + Hyp—»5. Sidzp_12p—1 > 0 alors on conclut de
P P p—12p
méme.

Démonstration Dans le cas (i), d’apres le théoreme précédent, siay, 5, > 0 alors on
est en présence d’une sphere de Birkhoff et on sait qu’elle se réduit a zéro au-dessus de
0,i.e,onaHy, = 0etayy,, = 0. On est donc ramené a I'étude d’une perturbation
homogene H; = H,, : on sait que la sphere de Birkhoff associée a Hy, se réduit a
zéro au dessus de 0. Par conséquent, il ne peut exister de centre isochrone autre que
dans le cas linéaire Hj.

Le deuxiéme cas se traite par le méme raisonnement. [ ]

Théoréme 3.3 Soit H = Hy + H; avec H, = ZZ:S Hy, ot d = 2k ou bien d =
2k + 1. Si tous les coefficients ay, 5, 4 < p < d, provenant des mondmes résonnants
des composantes homogenes de degrés pairs de la partie perturbative Hy sont tels que
app > 0,4 < p < d, alors il ne peut exister de centre isochrone autre que dans le cas
linéaire Hy,.

Démonstration Ce théoréme est un corollaire des propositions 4.1 et 4.2. On étudie
I’hamiltonien composantes homogenes par composantes homogenes, on applique les
deux propositions précédentes, et on réduit a zéro les spheres de Birkhoff produites
au cours de la procédure.

En effet, on obtient que ay, = 0 et H; = 0, d’apres les propositions 3.1 et 3.2 (i),
avec p = 1.

On consideére alors Hy et Hg, et on applique les propositions 3.1 et 3.2 (ii), avec
p=2,douHy; =0et Hs = 0.

Ensuite, p = 2, alors H5 = 0 et a4 = 0 par (i).

Pour la composante de degré pair 2p, on a H,, = 0 et Hy,_, = 0 par (ii), et pour
la composante 2p + 1, on a Hypy; = 0 et azpz, = 0 par (i).

En appliquant ainsi, pour tout p tel que 3 < p < d, les deux propositions, dans
les cas (i) et (ii) alternativement, on élimine toutes les composantes de I’hamiltonien
H. Il ne peut alors exister de centre hamiltonien isochrone autrement que dans le cas
H = H,. |
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Condition nécessaire d’isochronisme Pour que H soit isochrone non trivial, il est
nécessaire que H ne soit pas de la forme donné par le théoreme 3.3.

Exemple3.4 H = Hj+ ZZ:I Hj,1, i.e., un hamiltonien oti il n’y a que des compo-
santes homogenes de degré impair. Le champ de vecteurs associé n’est pas isochrone.

Exemple 3.5 H = H, + Hs + Hs + Hs + H; + Hy + Hy; + Hj3 nest pas isochrone.

On utilise les propositions 3.1 et 3.2, succesivement dans les cas (i) et (ii), pour
chaque degré p des composantes homogenes de H :

p =1 Hj; = 0 par les propositions 3.1 et 3.2 (i)

p =2 Hs = 0en utilisant le (i) des deux propositions 3.1 et 3.2,
p =3 Hg = 0 en utilisant (ii),

p =3 H; =0par (i),

p =4 Hy = 0par (i),

p=5

Hy; = 0 par (i),
puis, pour la composante homogene de degré 13, i.e.,

p =6 onobtient Hy3 = 0 par (i).

Exemple 3.6 H = H, + Hs + Hg + H; + Hg + Hg + Hy; + Hy3 n'est pas isochrone.

De méme,
p=1 H; =0par (i)
p =3 Hg = 0par (ii),
p =3 H; =0par (i),
p =4 Hg = 0 par (ii),
p =4 Hy =0par (i),
p:5 Hll EOpar(i),
p =6 Hj; = 0par (i).

Des deux exemples 3.5 et 3.6, on voit que la composante H; donne, lorsqu’on cal-
cule le crochet de Poisson provenant des équations homologiques, un polynéme de
degré 8. Les deux hamiltoniens ont, soit Hs, soit Hg pour composante homogene,
pour étre dans le cadre de la condition nécessaire d’isochronisme. C’est un critere
effectif de choix : H = Hy + Hs + Hg est un hamiltonien polynomial qui peut don-
ner un centre isochrone non linéaire, sans que ’on sache explicitement calculer les
conditions d’isochronisme.

La condition nécessaire d’isochronisme implique, sur ces exemples, que ’on consi-
dere H = Ho + H3 + H5 + H6 + H7 + Hg + H9 + H11 + H13, avec dy 4 < 0.Ce Champ
peut étre isochrone.

De méme, H = Hj + Hj n’est pas isochrone autrement que dans le cas linéaire,
mais H = Hy + H; + Hy peut l'étre, sans que on sache calculer explicitement ces
conditions d’isochronisme. ]
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