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Introduction. En algébre non-commutative, on dit qu'un anneau noethérien A est
local si:

(i) le radical de Jacobson M de A est un idéal maximal,

(i) N M"=(0),

(iiiy A/M est artinien simple.

Dans [9], Walker définit un anneau local régulier comme un anneau local A dont le
radical de Jacobson M est engendré par une A-suite centralisante x,, x,,..., X, [4], et
démontre alors que:

t=cldim A =Kdim A =rgldim A =pd,A/M.

Plus tard, dans [7], Smith donne deux classes d’exemples pour de tels anneaux:

(1) Soit ¢ une algebre de Lie nilpotente de dimension finie sur un corps K et U(9)
son algébre enveloppante. Si 2 € Spec U(9), U(9)» est un anneau local régulier.

(2) Soit R un anneau commutatif super-régulier. Considérons un groupe G de type
fini contenant un sous-groupe normal fini H avec |H|™' € R et G/H nilpotent sans torsion.
Soit R[G] I'anneau de groupe. Si ? € Spec R[G], R[G]e est un anneau local régulier.

Dans cette note, nous considérons la fonction fu(n)=1,(A/M™*"), qui n’est pas
polynomiale en général et nous montrons qu’elle est & croissance polynomiale de fagon
qu’un analogue du théoréme de Hilbert-Samuel pour les anneaux locaux noethériens reste
vrai. Nous nous plagons dans les anneaux locaux réguliers, parce qu’on ne connait pas de
moyen pour construire un analogue des systémes de paramétre dans un anneau local ol
tout idéal est engendré par un systéme centralisant.

1. Propriété d’Artin-Rees forte et Anneau de Roseblade.

1.1. Soit A un anneau noethérien et I un idéal bilatére de A. On dit que I vérifie la
propriété d’Artin-Rees forte si 'anneau gradué:

AP ed...c Al1]

est noethérien. On a alors la propriété bien connue:

(P) Soit M un A-module (2 gauche) de type fini et N un sous-module de M. Il existe
un entier k tel que I"'MNN=I""%¥(I"MNN) pour n=k. On ne sait pas si un idéal
engendré par un systéme centralisant posséde la propriété d’Artin-Rees forte [3], [5], [8].

1.2. Soit A un anneau et I un idéal de A. On dit que I est polycentral de hauteur c,
§’il existe une chaine d’idéaux

I=Il:_)122'--21c21c+1=(0)’
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telle que I/I,,, est engendré par des éléments centraux de A/L.,. Dans [6], Roseblade
considére le sous-anneau A(I; I, I,, ..., I.,,) de A[¢] engendré par:

ALLLe . L2 L .., L7, .. Lt LA It
et montre qu’il est noethérien. On a:
AGL L, ..., L.)= ABL(OL(DIS. ..

ce qui permet d’attacher a I'idéal I une suite décroissante d’idéaux {L,(I)},», telle que:

L,(D=L.,+ ) L(DL(D

l;i]-]>=0n
si n>0,r=-1et 2’<n=<2""'. De plus, I"< L,(I) pour tout n et L,(I)<I" si r=0 et
(r—=1)2¢7'<n=<r2°"". Soit maintenant M un A-module de type fini et N un sous-module
de M. La noethérianité de A(I; I, I,,..., I.,,) donne:
(P") 1l existe un entier k tel que:

LOMAN= Y L (NLOMAN)

sin=k.

La suite de cette note consiste & montrer que pour notre but il suffit d’utiliser la
propriété (P') qui peut s’interpréter comme une propriété d’Artin-Rees forte de la suite
{L,(D}.=;, qui définit sur A la méme topologie que la topologie I-adique.

2. Les fonctions f; et g;.

2.1. Soit A un anneau noethérien et I un idéal bilatére de A engendré par un
systtme centralisant x,, x,,..., X, Supposons de plus que A/I est artinien. Posons:
filn) = L, (A/I"*Y) et gi(n) =1, (A/L, (), ot {L,,(I)},=o est la suite attachée a P'idéal I
en utilisant Il'anneau de Roseblade relativement a la suite d’idéaux I =
Ax,+Ax,+. ..+ Ax,._j., pour 1<j<tet I.,=(0). Il est clair que g;(n)<f;(n), mais en
fait le théoréme 3.1 montre que ces deux fonctions ont la méme croissance dans le sens
suivant.

2.2. DEFINITION. Soit f une fonction croissante définie sur N & valeurs entiéres
positives. Nous allons supposer que:

(a) Il existe un polyndme q(X)e Q[X] tel que f(n)< q(n) pour tout entier naturel n.

(b) 11 existe un entier 1>0 et un polynéme p(X)e Q[X] tels que: 0<p(n)=f(n)
pour n#0, n=0(l).

11 est alors clair qu’en présence de la condition (a), il existe un polyndme de plus haut
degré d vérifiant la condition (b). En particulier, d <deg q(X). Cet entier d, uniquement
déterminé par f sera dit “‘degré de f et sera noté deg f.

2.3. Soit x un élément central dans A et J un idéal bilatere de A. Notons par J: Ax
I'idéal {b/bAx < J}={b/bxe J}.
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LeEMME. Avec les notations du 2.1, on a:
fuan(n) = fi(n) = L (A/I""": Axy)

grax(n) = gi(n) = A (A/L, . (I): Axy).

Preuve. La preuve de la premiére égalité est la méme que celle du cas commutatif

[10, p. 285]. Pour la deuxiéme égalité remarquons qu’on a L,(I)= L, (I) par construction
dans 'anneau A/Ax,. D’autre part,
8ran(n) = lA(A/L, () + Ax,)
=7 (A/L, (D) — Lo (Ly i (D) + Axy /L, 1 (D)
=gi(n)— la(Ax,/L, . ()N Ax,).
Mais, Ax,/L,.,(I) N Ax, est isomorphe a A/L, . ,(I): Ax, par la multiplication par x,, d’ou

le résultat.
2.4. La proposition suivante donne la majoration commutative de la fonction f;.

et

n+

iaam.

PRroOPOSITION. Avec les notations du 2.1, on a: f,(n)s(

Preuve. Par récurrence sur t. Pour plus de détails voir [1].

3.1. THEOREME. Soit A un anneau noethérien et I un idéal propre de A tel que A/I soit
artinien. Supposons que I soit engendré par une A-suite centralisante x, X, . . ., x,. Alors les
fonctions f; et g; sont de degré t au sens de la définition 2.2.

Preuve. Par récurrence sur t.

Sit=1,I=Ax, et I**'g I* car x, est non diviseur de zéro et non inversible. Comme
Ax¥/Axt*! est isomorphe & A/I on a: fi(n)=gi(n)=(n+ 1), (A/]).

Supposons t>1. Tout d’abord, la proposition 2.4 assure que la condition (a) de la
definition 2.2 est vérifiée. Considérons ensuite I'anneau A = AlAx, et l'idéal T=I/Ax,. A
et I vérifient la condition du théoréme avec t— 1. Il s’ensuit par récurrence qu’il existe un
entier [, strictement positif et un polynéme p(X) a coefficients rationnels tels que:

0<p(n)<gya,(n) pour n#0, n=0(}), degp(X)=t-1. (3.1.1)

D’autre part, la suite {L,(I)},., vérifie la propriété d’Artin-Rees forte et par conséquent il
existe un entier k, tel que pour n=k, on a:

L(DN Ax = %, L (LN Ax)< Z Lo (D%, L (Dxy,

ce qui implique que L,:Ax,<L,_, puisque x; est non diviseur de zéro. D’apres le
lemme 2.3 on peut écrire:

8yax,(n)< gr(n) = La(A/L, 11 (D)
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et par conséquent
Srax(M)<g(n)—g(n-k;) pour n=k,. (3.1.2)
Posons k = I, k,. Il est clair que (3.1.1) et (3.1.2) restent vrais si [, et k, sont remplacés par
k. On a donc:
0<p(n)<gyay(n)<gdn)~g(n-k)

pour n=k, n=0(k) et deg p(X)=t—1. Prenons n=uk. On obtient alors les inégalités
suivantes:
0 < p(uk) =< g;(uk)— g, (uk - k),

0 < p(uk — k)< g (uk — k) — g (uk — 2k),

0<p(2k) < g:i(2k) - gi(k),
0 <p(k)=<g(k).

On en déduit: O<§uj p(ik) < g/(uk). Maintenant, } p(ik) est un polynébme en uk, a
i=1 i=1
coefficients rationnels et de degré t. En effet, il suffit de le montrer en supposant que p(X)

u u
est un mondéme de degré t—1,aX'"'. On a alors: Y a(ik)'=ak'' Y i"'. Comme
u i=1 i=1
d’autre part, Y i'"! est un polyndme en u de degré ¢, a coefficients rationnels, il existe
i=1 u

b, by, - .., b, rationnels avec b,#0 et tels que: Y i'”
i=1

4
'= ¥ bul Il s’ensuit que:
j=0

u 4
S a(iky~'=ak' Y. bu' = ). abk'~ " (uk)'.

i=1 j=0 j=0
On obtient donc le résultat cherché pour la fonction g; et par conséquent pour la fonction
fr

3.2. CorOLLAIRE. Soit A un anneau local régulier et M son radical de Jacobson
engendré par la A-suite centralisante x,, x,, ..., x,. Alors le degré de la fonction fy, est t.

3.3. ReMARQUE. Dans la définition 2.2, si les deux polynémes p et q ont le méme
degré comme c’est le cas dans le théoréme 3.1, alors:

— Log f(n) _
Am, Logn =deg f.

En particulier, la dimension au sens de Gelfand-Kirillov de f est égale a deg f comme on
peut le trouver dans [2].
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