CONTRIBUTION A L’ETUDE DU BONUS POUR NON
SINISTRE EN ASSURANCE AUTOMOBILE

P. THYRION
Belgique

I. INTRODUCTION

1. La sélection des risques est un des premiers principes fonda-
mentaux que la théorie de l'assurance a dégagés. Il se traduit
essentiellement par la répartition des risques en classes de tarif
homogénes et il prémunit l'assureur contre le danger de voir
,,le mauvais risque chasser le bon”.

Pour créer des classes de tarif homogenes, il faut théoriquement
repérer tous les facteurs influengant le risque et en chiffrer l'effet.
Si cela est fait, la fluctuation des résultats individuels autour de
la moyenne n’est que 'effet accidentel du hasard et ne peut donner
lieu a posteriori a rectification de la prime: il n’y a rien d’inéquitable
a ce que les titulaires des contrats non sinistrés paient pour les
autres puisque tous sont égaux devant le risque.

Comme dans toute science appliquée, la mise en oeuvre des
principes se heurte parfois a4 de grandes difficultés d’exécution.
Dans la pratique il n’est généralement pas question de repérer
tous les facteurs du risque, mais seulement les principaux, ne
fit-ce qu'en raison de l'impossibilité de conduire des études sta-
tistiques valables sur une multitude de groupes peu étoffés. On ne
peut donc faire grief au praticien d’estimer qu’il a créé des classes
homogenes lorsque celles-ci tiennent compte des principaux fac-
teurs de risque.

Mais 'optique change si, pour I'une ou l'autre raison qu’il importe
peu de préciser, le tarif néglige un ou des facteurs dont le bon sens
et l'expérience — 4 défaut du calcul — prouvent l'influence appré-
ciable. Il n’est pas illégitime alors de l'inspirer des résultats indi-
viduels constatés pour améliorer une tarification dont on savait,
sans pouvoir la chiffrer, I'imperfection a priori: une telle politique
tarifaire est connue dans l'assurance sous le nom trop restrictif de
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,,bonus pour non sinistre”. Tour a tour pratiquée, controversée ou
répudiée dans divers pays et dans diverses branches, cette politique
mérite plus que les seules considérations commerciales, admini-
stratives ou pseudo-techniques dont elle a souvent été entourée.
La théorie mathématique. des assurances non-viagéres permet
d’aborder 1’étude théorique du ,,bonus pour non sinistre’”, que des
statistiques suffisamment fouillées pourraient contribuer 4 asseoir.

Cette note expose les premiers résultats d'un essai entrepris dans
ce sens et dans le domaine de l'assurance automobile.

2. Mais auparavant, il convient tout de méme de se demander —
dans V'esprit de ce qui a été dit ci-dessus — s'il existe au moins un
certain fondement logique a la base d’'une politique de bonus en
assurance automobile.

Les facteurs prépondérants du risque sont:

— les caractéristiques du véhicule (puissance, dimensions, etc.);

— l'usage qui en est fait (y compris notamment la zone de cir-
culation;

— les facteurs propres au conducteur (profession, qualités phy-
siques et morales, expérience, etc.).

En général —et c’est le cas en Belgique — les classes de tarif
tiennent compte d’une caractéristique de puissance du véhicule
(cylindrée ou bien force fiscale), de l'usage qui en est fait (tourisme
-et affaires, transport pour compte propre, transport pour compte
d’autrui, etc...), parfois aussi de I'un ou l'autre facteur propre au
conducteur {profession). Mais elles ne tiennent pas ou pratiquement
pas compte des qualités physiques et morales du conducteur. Or
les études faites — par les organismes de prévention routiére et
par la police de la route notamment — indiquent qu’un pourcentage
élevé d’accidents est di & des imprudences, a la méconnaissance
ou au non respect du code de la route, a des déficiences physiques,
A l'ivresse, etc..., bref au comportement méme du conducteur.

Un facteur important du risque n’est donc pratiquement pas
pris en considération dans la tarification a priori. Il n’est donc
pas déraisonnable de se demander si — 4 défaut de mieux — il ne
conviendrait pas d’essayer d’en tenir compte a posteriori,
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II. ELEMENTS DE THEORIE
1. Position probabiliste du probléme

Soit X(¢) le colit total des sinistres pendant un intervalle de temips
de durée ¢, pour un risque d’'une classe de tarif déterminée. X(¢)
est une fonction aléatoire de ¢; soit F{x; ) sa fonction de répartition,
dépendant de divers parameétres. E [X(f)], espérance mathématique
de X(#), est la prime pure pour une période de durée ¢

Si la classe de tarif n’est pas homogeéne, c’est que les parametres
dont dépend F(x;¢) ne sont pas constants d'un risque a l'autre.
On peut alors concevoir que l'ensemble des risques de la classe
considérée se répartit en groupes homogenes c’est-a-dire tels qu’a
Pintérieur de chacun d’eux chacun des parametres prend une valeur
constante bien déterminée. Un risque quelconque choisi au hasard
parmi I'ensemble des risques de la classe a une certaine probabilité
a priori d’appartenir a un groupe déterminé. Cette conception de
I'hétérogénéité se traduit en probabilité par le fait que les para-
meétres dont dépend F(x; ¢) sont eux-mémes des variables aléatoires.

Pour la simplicité des écritures, supposons qu'un seul parameétre
A soit une variable aléatoire dont la fonction de répartition a priori
est U(A) dans le domaine certain D(A).U(}) est la , fonction de
structure’” qui mathématise I'hétérogénéité de la classe; et l'on a

F(x;t) = F(x;t,2) dUM)
DO
Siune observation H, a été faite sur la valeur prise par la variable

X(«) au cours d’une période de durée « pour un risque déterminé et
si 'on désire tenir compte de cette observation pour apprécier ce
méme risque pendant une période d’assurance ¢ subséquente, on
considérera que 'observation H, modifie, pour le risque considéré,
la loi de probabilité a priori U(2) du parameétre aléatoire. Cette loi
devient U(A|H ) qui s’exprime par la formule de Bayes. La fonction
de répartition de la variable X(,t|H,) devient F(x; ,¢|H ) et permet
de calculer I'espérance mathématique a posteriori E[X(,|H,)].
E[X(,/\H,)]

E[X(1)]
H, peuvent servir de base quantitative & une politique dite de
,,bonus pour non sinistre’’.

Explicitons ces expressions dans le cas de I'assurance automobile,

Les valeurs du rapport dans les diverses hypothéses
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2. Schéma stochastique applicable a I’ assurance automobile

La fonction aléatoire X (¢), colit total des sinistres pour un risque
déterminé pendant l'intervalle de temps (o, ?), dépend des deux
variables aléatoires:

N(#) nombre de sinistres pendant l'intervalle de temps de durée ¢,
Y  coflit d'un sinistre déclaré,

On ne peut espérer batir un schéma mathématique représentant
un phénomene réel complexe sans poser diverses hypothéses simpli-
ficatrices. Ces hypothéses qui doivent conduire & un schéma sim-
plifié mais plausible sont dictées par le bon sens, par les limitations
mathématiques dans 'étude théorique et aussi par la possibilité
de véritier expérimentalement I'accord entre le modeéle et la réalité.
La théorie des processus stochastiques met a la disposition’des
praticiens une gamme de schémas toujours plus affinés. Malheu-
reusement les statistiques tirées des portefeuilles d’assurance ne
permettent que rarement de vérifier la valeur pratique de schémas
compliqués. Il en est particulitrement ainsi lorsqu’il s’agit de
s’assurer de la dépendance ou de l'indépendance entre deux varia-
bles. Ainsi dans le cas de I'assurance automobile, il serait normal
de supposer en premiére analyse que la variable Y, cofit d'un
sinistre déclaré, dépend du nombre de sinistres déja déclarés
précédemment. Nos statistiques ne nous ont pas permis d’étudier
la corrélation éventuelle entre ces deux variables. Dans le cadre de
cette note, il ne sert donc a rien d’introduire une telle dépendance.

Nous supposerons donc, et ce sera la premiére hypothése simpli-
ficatrice, que S{y), fonction de répartition de la variable Y, est
indépendante de I'époque a laquelle se produit le sinistre considéré
ainsi que de l'évolution antérieure du processus.

Quant a N(f) c’est une variable entiére non négative dont la loi
de probabilité est définie par P[N(f)=#] que nous noterons P(xn; {).

En premiére approximation, on considére souvent que le risque
automobile est un risque ,,constant”’, c’est-a-dire que la probabilité
élémentaire qu'il se produise un sinistre et un seul pendant l'inter-
valle de temps (¢, t+dt) est égale & A.df; A, taux instantané de
sinistre, étant une constante; la probabilité qu’il se produise plus
d’un sinistre est supposée d’ordre supérieur i d¢, c’est-a-dire en
fait négligeable.
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On sait qu’une telle hypothése conduit pour la variable N(¢) 4 la

loi de Poisson P(n;t) = ¢™ -(-1;—’)-11

Cette hypothése est raisonnable si le risque ne varie pas systé-
matiquement dans le temps. Certes, le risque automobile connait
des pointes saisonniéres, journaliéres et méme horaires, et le taux
instantané de sinistre serait mieux représenté par une fonction
périodique du temps A(f). Mais, comme on n’envisage en pratique
que des nombres entiers de périodes (années) d’assurance, il n’y
a pas d’objection majeure a prendre A constant, éventuellement
égal & [ A(f) df, pour autant que la classe de tarif envisagée soit

homogéne.

S’il n’en est pas ainsi, on peut considérer que cette classe se subdi-
vise en groupes homogénes i l'intérieur de chacun desquels la loi
de probabilité de la variable N(f) est une loi de Poisson de para-
meétre A.Z, A variant de groupe en groupe. Bref I'hétérogénéité se
traduit par le fait que le taux instantané de sinistre est une variable
aléatoire A dont la fonction de répartition est U(x) dans le do-
maine (o, c0).

La loi de probabilité de la variable N(f) est alors une loi de
Poisson composée

@

Pn;t) = f e 0" ar,
° n!
La fonction de répartition de la variable X(f) s’écrit

Flx;t) = Z P(n; t) S*n(x)

n=0

ol S*n(x) est la fonction de répartition de la somme de # sinistres
indépendants, c’est-a-dire la convoluée d’ordre #» de S(x), qui s’ob-
tient-par la formule de récurrence

S*n(x) = fw S*n-Yx-u) dS(u)

avec
S*o(x) = 1
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I1 vient alors
EX()] = Z P(n;#) n E (V)

= EIN(?)]. E(Y)

et - o
EIN@) = Y f e %‘l!’f qU ()
T e X0 (9
- fo e ”xt”}:mdU(x)
= ¢ fmde(x) =t E(A)
On obtient de méme ’
E[N*()] = Z Pn; t) n? = 2 E(A2) + t E(A)

et G2 [N(f)] = 2% (A) + £ E(A)

qui est toujours supérieur & E[N(f)] sauf si A est une constante.

Soit H, une observation faite sur la valeur prise par N(«) au
cours d'une expérience de durée x. Compte tenu de cette observation,
'espérance mathématique a posteriori de la variable X(,#) pour
‘une nouvelle période de durée ¢ succédant a la premiére s’écrit

E[X(,t|H,)] = E[N(|H,)].E(Y)
puisque la variable Y a été supposée indépendante de N(¢).

La loi de probabilité de N(,¢|H,) est donnée par

PIN(y)=n;H,] _ [; PIN(,t,=n; H,IN dU®)
P(H.,) P(H,)

PIN( ) =n|H,] =

f’e-“% P(H, 1N d UM
P(H,)
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car pour une valeur déterminée de A, la variable N (,#[A) obéit a
une loi de Poisson pure et est donc indépendante des événements
survenus pendant la période « distincte de ¢.

I1 vient alors:
E e—)\t ()‘t)” P(H

E[N(t|H,)] = == 0 (n—PT};)
_t] xP(H,) AU
T PHE)

Comme la fonction de structure a posteriori, compte tenude H,,
est donnée par la formule de Bayes
(H, ) d UM
P(H,)
I'expression de E peut s’écrire plus simplement
EINGAH)) = ¢ | 2d UGIH,) = t. E(AIH,)

0

dqvpH) =%

La question se rameéne ainsi a comparer E(A[H,) & E(A).

3. Expression de E(A|H))

Les calculs se menant toujours de la méme maniére, nous nous
bornerons a expliciter E(A|H,) dans deux hypothéses intéressantes
en pratique.

Soit H, = [N(«)=v], v entier non négatif.

On a alors:

P[N(x) = v\]d U
dUQAN(@) =v) =

e (o) AU

vl

Plv; «)

D'ot fmx A (_MT) dU()
E[AIN(a) =v] = £2° 55 .Vo;)
_ v+ Py + 1509
® P(v; o)
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Le cas H, = [N(a) > v] donnerait de méme

(I—e"“-—e"“‘.)\oc——....—e‘“(ﬁ:)_v dU@)
d UMN(o)>v) = - v
1— X P(k;a)
k=0
EA)— % (b+1)Pl+1;a)
% k=0

E(AIN(o)>v) =

p—épwm)
Emplgpm@Emw@=@

= -0

1 — X P(k;a)
k=0

Ces moments a posteriori, ainsi que d’autres que l'on pourrait
calculer, peuvent, par comparaison avec E(A), servir de base pour
la mise en oeuvre éventuelle d'une politique de bonus.

Ils jouissent de diverses propriétés dont voici quelques-unes.
Q) ZPM@EMW@:@:HM
v=0

En effet, le 1er membre s’écrit:

$ Pl g 22 P(}I-i ) ) _ EVG)

—_—

Par I'expression de E(A|N(x)>v), E(A) s’écrit plus généralement

EM%:ZPW@EMW@:M+—Z4HM@MMM@>w
k-0 k=v+1
b) E(AIN(x) = u) > E(A|N(«) = v) pour tout u > v.
Ceci n’est qu'une autre forme de la propriété générale suivante
des lois de Poisson composées
(n 4+ 1) Pn 4+ 1;1) nP(n;t)
> —
Pln; b) Z Pt "
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qui découle du fait que P (o, #) est une fonction absolument mono-
tone décroissante au sens de S. Bernstein [(— 1)* P (0;¢#) > o].

L’égalité n’est réalisée que pour une loi de Poisson pure.

c) E(AIN(®) >v)=

- Z P(k; o) E (AIN(o) = k) > E (AIN(@) = v + 1)

T P o) kv

k=v+1
Cette propriété s’obtient immédiatement en introduisant les
deux précédentes dans 'expression de E(A[N(«) > v).

d) Toutes autres choses restant égales, E (AN («) =v) et
E(A|N (a) > v) sont des fonctions décroissantes de «. En effet,
compte tenu que

P'(v+1;0) :f [——le"“‘ Go™ L DADNTE el gy

(v+1)! (v41)!
_vTt IP(v—l— I;oc)———v+ 2P(v—|—2;oc)
d E(AIN(a) =)

on voit aisément que le signe de — est le méme que

o
celuide (v41) Piv+1; a) — (v+2) P(v; «) P(v+2; «) < o. (voir b).

Mais ces relations dont plusieurs ont d’ailleurs déja été indiquées
par J. Dubourdieu ') ne sont guére que des résultats de bon sens.
Pour obtenir des indications pratiquement utilisables, il faut
particulariser la loi de Poisson composée, la soumettre a ’expérience
et en tirer des renseignements numériques.

C’est ce que nous nous proposons de faire dans le chapitre suivant.

IIT. APPLICATION STATISTIQUE
1. Chotx d'une loi de référence

Une étude statistique de la loi de distribution du nombre de
sinistres exige plus que la détermination de la ,,fréquence moyenne”

1} J, Dubourdieu, Théorie mathématique du risque dans les assurances
de répartition, Paris 1952,
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des sinistres a laquelle se bornent habituellement les services chargés
de la tarification du risque Automobile. Il faut dresser une statis-
tique donnant le nombre de véhicules qui, observés tous pendant
une période déterminée, ont eu respectivement o, 1, 2, .. . sinistres.
La direction de La RoYALE BELGE nous a aimablement autorisé
a établir et a utiliser un tel relevé tiré de son portefeuille d’assurance
automobile et nous 'en remercions vivement.

Un premier examen de ces statistiques montre qu’elles présentent
systématiquement diverses propriétés générales des lois de Poisson
composées

a) P(o;?) est toujours supérieur 4 ¢

b) 6*N(t)] est toujours supérieur 3 E[N(2)];

c) La propriété signalée au II. 3, b. est le plus souvent vérifiée
sauf pour des valeurs de » devenant assez grandes, auquel cas le
petit nombre d’observations favorise lirrégularité.

Ce premier coup d’oeil encourage a tenter la compensation des
lois P(n;t) observées par des lois de Poisson composées.

I1 faut alors choisir 'une de ces lois. On peut penser d’abord
a adopter 'une ou l'autre expression analytique pour U(A) et a
en expliciter la loi P(n;¢). Mais ce n’est pas indispensable, car de
toutes facons les vérifications statistiques ne porteront pas sur la
loi U (1) elle-méme. Nous avons donc adopté le point de vue exposé
par M. Hofmann!) et qui consiste & considérer que toute loi de
distribution d’une variable entiére non négative, définie par:

P(o; t) = &%
"

Pn;t) = (— I)”_t—' P™ (0; ¢)
n!

-tE(A).
’

avec 0(f) indéfiniment dérivable et telle que
6(0) =0
(—1)"6™(t) >0 pour tout ¢ > o

est une loi de Poisson composée, car P(0;?) est alors une fonction
absolument monotone décroissante sur le demi-axe ¢ > o et peut,
selon un théoréme de S. Bernstein, étre mise sous la forme
Joe®d UM, UQ) étant une fonction non décroissante de A.

1) M. Hofmann, Uber zusammengesetzte Poisson-Prozesse und ihre An-
wendungen in der Unfallversicherung, Bulletin des actuaires suisses, Vol. 55-3.

https://doi.org/10.1017/50515036100007534 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0515036100007534

152 ETUDE DU BONUS POUR NON SINISTRE

Comme P(0; 0)=1 et que I'on peut prendre U(o)=o0, U(}) est la
fonction de répartition d'une variable non négative.

Pour ne pas allonger cette note, nous renvoyons a l’article cité,
pour plus de détails.

Nous adopterons pour expression de 0(¢) la fonction & 3 parameétres
proposée et étudiée par M. Hofmann et telle que '

P(o; t) = exp. gc_(f?——ﬁj [I— (x4 ct) %) (p,a,¢c>0;a F#1)

La loi de structure U(A)} correspondante est définie par sa fonc-
tion caractéristique

fwem dUQ) = Plo; —1 2)

0

et ne peut étre explicitée dans tous les cas. Mais peu importe, ses
cumulants sont toujours donnés par

3 [@F log P(0; —i2)
— k ’
Xk - (—_JI’) ( dzk )z o

soit {1=7?
_ / kB—
g = p(ac)k 1(1 + 2)(1 + z> .. .(I + T%) pour & > 2

Dot EA) =29
o*(A) = $b, en posant b = ac.

2. Exemple d’ajustement

Une statistique portant sur des véhicules de la catégorie ,, Tou-
risme et affaires” et appartenant aux 2z classes inférieures du tarif,
observés tous pendant une année entiére, a donné les résultats
suivants dans lesquels:

n  est le nombre de sinistres observés;

V. (col. 2) est le nombre de véhicules ayant eu # sinistres réels,
c’est-a-dire A l'exclusion des sinistres sans suite n’ayant
provoqué aucun décaissement.
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N.B.: Bien qu’appartenant a 2z classes de tarif, ces véhicules ont été
rassemblés en une statistique unique, car les taux instantanés de sinistre
de ces classes se sont révélés extrémement voisins.

Va
” Résultats ajustés
Résultat:
obZ:rva:éss Loi de Loi de
(1) (2) référence Poisson
(3) (4)
o 7.840 7.840,0 7.635,6
I 1.317 1.322,1 1.636,7
2 239 225.4 175.4
3 42 51,2 12,5
4 14 14,6 0,7
5 4 4:8 0,0...
6 4 1,7 0,0...
7 I 0,7 0,0...
9.461=V

La détermination des parametres de la loi ajustée a été faite
par les relations suivantes:

(1) EIN()] = p 22 257" = 021435366
) AN = 6 + 1) 2 20T (z A
b EMVa EVe e
. —_ p . 1-a VO
5 P(o; 1) = exp. 30—(1_4) r—(x+ 9 o 72

D’olt 1'équation transcendante en a:

a a \*! b
a—1[1-<a+b) J:EJ(logV—logVo)

qui se résout par approximations successives compte tenu que le
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1er membre est une fonction décroissante de a et tend vers
log (1+b) pour a tendant vers 1. On trouve a=0,34178.

On pourrait penser 4 tester la qualité de l'ajustement par la
méthode du y?, mais il est douteux que cette méthode soit théori-
quement applicable, étant donné la maniére arbitraire dont la 3e
relation a été choisie. Quoi qu'il en soit ce n’est pas indispensable
pour se rendre compte que l'ajustement, bien que n’étant pas
optimum, se révéle trés satisfaisant ainsi que le montre la compa-
raison entre les V,, observés et les V,, ajustés; a titre documentaire,
on a indiqué les résultats donnés par une loi de Poisson pure.

Divers ajustements analogues ont été faits pour d’autres classes
de tarif et d’autres durées d’observation; ils montrent généralement
un bon accord entre les résultats observés et la loi ajustée et ils
confirment la conception a priori que le bon sens permettait d’en-
visager pour la loi P(n;?).

3. Etude critique des ajustements

Bien entendu les parametres a et b traduisant 1'hétérogénéité des
classes de tarif observées ne sont pas constants d’un ajustement
a l'autre. Examinons briévement la signification pratique de ces
paramétres,

Sia>r1, lim, ,Po;?) est finie. Cela n’est possible que si
parmi les groupes homogénes constituant la classe considérée, il
en est un dont le taux instantané de sinistre A est nul. L’étude
théorique indiquée en III. 1. montre d’ailleurs que si a > 1, la
loi de structure U(A) a une discontinuité au point o. Une telle
hypothése ne nous parait pas plausible dans le cas qui nous occupe.

Sia=1, un passage  la limite montre que la loi de distribution est

P(o;t) = (1 4 ct) P
Pn;t) = (1 + ct)-f’/C(

ot TG+ n)
1+ ct) r'®) n!
soit une loi binomiale négative.

Cette loi apparait dans le cas présent comme une limite qui sépare
la famille de lois envisagées en 2z grandes-classes, celles o P(0; 00)
= 0 et celles o P(o; o) est finie.

Nous estimons plus conforme au bon sens que la loi ajustée soit
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telle que P(o; ¢) tende vers zéro si ¢ tend vers l'infini et par consé-
quent que a soit < 1. Dans I'ensemble les ajustements faits con-
firment cette impression et donnent le plus souvent une valeur de
a <I et méme < I/2.

Quant au parametre b, il nous semble que ce n’est pas sa valeur
b o (A)
E@n)
qui peut étre considéré comme une sorte d’indice d’hétérogénéité
relative a priori.

absolue qu’il faut considérer mais plut6t le rapport V% =

. b . . .
Dans les ajustements opérés, le rapport p n’'a jamais dépassé z et

fluctue plutdt autour de 1, avec une certaine tendance a étre plus
petit quand la période d’observation s’allonge c’est-a-dire quand
les anomalies inévitables perturbent moins les résultats.

Bref s’il fallait synthétiser les ajustements opérés et, dans la
mesure ou il est possible de le faire, on pourrait dire qu'ils confir-
ment la vraisemblance du schéma envisagé et que les parametres
d’ajustement se centrent plus ou moins vers des valeurs voisines

b

1
dea="2,_ =1.
2 p

Bien entendu cette conclusion ne se veut nullement définitive.
Nous considérons les résultats obtenus plutdt comme un encourage-
ment a4 poursuivre les recherches que comme un objectif atteint.
Les observations devraient étre poursuivies, si possible sur des
périodes assez longues de maniére A s’assurer d'une stabilité suf-
fisante de la loi de structure. D’autre part, les valeurs des para-
meétres suggérées ne seraient admissibles que pour traduire une
hétérogénéité analogue a celle qui sert de base a ce travail; c’est-
a-dire résultant d’une subdivision en classes de tarif basée unique-

“ment sur la cylindrée des véhicules dans une catégorie ,, Tourisme
et affaires”. On peut penser qu’'une classification plus fine, faisant
intervenir la profession par exemple, réduirait I'hétérogénéité.

4. Moments a posteriori
Puisqu’il s’agit de comparer les E(A|H,) a E(A) étudions I'es-
pérance mathématique a posteriori de la variable é dont 'espérance

mathématique a priori est toujours 1.

https://doi.org/10.1017/50515036100007534 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0515036100007534

156 ETUDE DU BONUS POUR NON SINISTRE

La formule du II. 3. donne
N(@) = v =v+IP(v+I;oc)
op P(v;a)

Les diverses probabilités P(n+1; «) s’expriment i partir de la
formule de base

N+
o

(n41)!

Pour la loi d’ajustement envisagée, on a

P(o; o) = @ et P'(0; &) = 0"(x) #®

Pn+1;0) = (—1)"*" P®) (g; )

Les P(”“)(o; a) se calculent par la formule de Leibnitz
-%

P(nﬂ)(o; oc) — ’; (:) e(kﬂ)(a) P(”‘k)(o; oc)
_ b
avec 0(a) = (1 — a) [x = (e

6% +9(a) = (— 1) p(x + ca)~® (I _i cm)k 1"((;(-:)/3)

D’ou il vient

o ap W N T@HR) (o N
P(n—l—I,ac)—n_i_I(I—l—coc) 2, AT <I+m) Pn—k;a)

Voici, a titre documentaire, quelques valeurs numériques de

‘A , i 1
E(_ N(«) = v} calculées pour p = 0,25; b I;a=_
P P 2
TABLEAU 1
o
v\\ 1 2 3 4 5
o 0,82 0,71 0,63 0,58 0,53
I 1,48 1,21 1,03 0,91 0,82
2 2,45 1,91 1,59 1,37 1,21
3 3,61 2,76 2,25 1,91 1,67
4 4,85 3,68 2,97 2,51 2,17
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Py

A
21N —
? (P | (u égales a la

E(5|N@) =)
v+ 2 P+ 2;a) Plv;a)
v+ 1 P2(v+1;0

E®) P
TaBLEAU I’

T 1 2 3 4 5

Le tableau I’ donne les valeurs de

racine carrée de ( — I) et que I'on peut

rapprocher de

T~
o 0,90 0,84 0,80 0,76 0,73
1 0,81 0,77 0,73 0,70 0,69
2 0,69 0,67 0,65 0,63 0,62
3 0,59 0,58 0,57 0,56 0,55
4 0,51 0,51 0,50 0,50 0,50

Les valeurs de E(g N(a) = v) sont évidemment influencées par

les valeurs des parameétres de la loi ajustée; voyons le sens de cette
influence, dans le cas ol v=o.

-a

Comme E(pf} N(w) = o) = (1 +cx)h = (1 + Z-ac)

on voit immédiatement que E décroit si, toutes autres choses restant
o fb ) b,
égales, p croit (; restant constant) ou si Z’ croit (p restant constant),

cest-d-dire si le taux instantané ou bien 'hétérogénéité relative
“croit.
L’étude de f(a) = [——a log (I + é a” montre que E décroit
a
également, si a croit, toutes autres choses restant égales; en effet
b bofa
"la) = —1lo (I — } — <o
r'@) g +aa+1+ba/a

Illustrons l'influence de la variation des parameétres par quelques
valeurs de E calculées respectivement dans les cas suivants:
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—p— o0,25; V% — 0,50, a = ; (Tableau II)

—$ = 0,25; /% =1 ; a=1 (Tableau III).

Le cas oi1 4 = 1 est celui ol la loi d’ajustement est la loi bino-
miale négative c’est-a-dire ou la loi de structure est ure loi de
Pearson du type III; c’est le cas bien connu de la régression linéaire

ol A _ I 4-bv/p
E(?(N(“)" )= 5

TaBLEAU 1I

o) 0,94 0,89 0,85 0,82 0,78
1 1,17 1,09 1,03 0,98 0,94
2 1,43 1,33 1,25 1,18 1,12
3 1,73 1,60 1,49 1,40 1,32
4 2,07 1,90 1,76 1,64 1,54

TaBLEAU III

o 0,80 0,67 0,57 0,50 0,44
1 1,60 1,33 1,14 I,— 0,89
2 2,40 2,— 1,71 1,50 1,33
3 3,20 2,67 2,29 2,— 1,78
4 4,— 3,33 2,86 2,50 2,22

Comme il fallait s’y attendre, ces tableaux mettent en évidence
I'influence primordiale de I'hétérogénéité a priori mesurée par l/;%
intluence qui est nettement plus forte que celle d'une variation

du parametre a.

IV. CoNSIDERATIONS PRATIQUES ET CONCLUSIONS

1. Nous mesurons bien l'imperfection et l'insuffisance des quel-
ques statistiques que nous avons pu analyser, Ainsi par exemple
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il est certain que ’hypothése de I'indépendance entre les variables
,,iombre de sinistres” et ,,colit d’un sinistre’’ que nous avons posée
faute de mieux, réclame un examen plus minutieux. A cet égard,
nous n’avons pu jusqu’a présent donner qu’un petit coup de sonde
qui a consisté a relever 4 partir d’'une série de ,,gros’ sinistres
(= 200.000 Frs belges) ayant frappé des véhicules qui avaient
tous été soumis au risque pendant une période d’une année, le
nombre V,, de ces véhicules qui avaient eu respectivement n=1, 2,
... sinistres au total pendant la période considérée. Voici le résultat
de ce relevé:

Va
" Va théoriques
observés approximatifs
I 41 49
2 13 9,3
3 4 2
: 3 05
61

Les valeurs observées des divers V, s’accordent plus ou moins
avec les valeurs théoriques qui seraient déduites d'une statistique
portant sur I'ensemble des véhicules soumis au risque. Cette seule
observation n’a évidemment aucun poids; nous ne la signalons que
pour mémoire; il faudrait la poursuivre et 1’amplifier.

L’analyse de la loi de probabilité de la variable ,,nombre de
sinistres” devrait elle aussi étre approfondie pour permettre de
préciser l'estimation de I'hétérogénéité des classes de tarif, de
dépouiller cette hétérogénéité d’'une variation systématique éven-
tuelle du taux moyen de sinistre et de s’assurer d’une stabilité
suffisante de la loi de structure.

Nous pensons bien que des observations plus poussées permet-
traient d'affermir l'opinion qu'il est techniquement légitime de
corriger l'inévitable imperfection a priori des tarifs ,,Automobile”’
par une politique de bonus pour non sinistre.

Toutes les difficultés ne seraient pas surmontées pour autant,
car il resterait A choisir un systéme pratique de bonus.
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2. Un tel systéme devrait répondre au moins aux impératifs
suivants:

— ne pas rompre 'équilibre entre les recettes et les dépenses;

- étre aussi équitable que possible;

—ne pas entrainer trop de complications administratives.

Si le tarif de base d’'une classe de risque est le tarif ,,moyen”
pour U'ensemble de cette classe, I'impératif d’équilibre, en accord
d’ailleurs avec l'équité, exige que le bonus accordé i certains
assurés soit compensé par une surprime infligée aux ,,mauvais
risques”’. Les valeurs théoriques de ces bonus et de ces pénalisations,
basées sur les valeurs individuelles des N(«) observées, sont données
par les moments a posteriori, pour une hétérogénéité admise comme
valable pour la classe considérée; ces valeurs sont équilibrées,
par ,,génération” d’assurés, comme le démontre la propriété II. 3. a.
Les quelques valeurs calculées en III. 4. montrent combien les
pénalisations devraient étre lourdes. De telles surprimes font se
récrier les praticiens; cependant font-elles plus que traduire 1'ex-
tréme importance du comportement du conducteur dans I'appré-
ciation d’'un risque automobile?

Pour éviter de trop fortes surprimes apparentes il faut tout
d’abord essayer de réduire I'hétérogénéité des classes en nuancant
le tarif par lintroduction de critéres supplémentaires (protession,
type de véhicule, age du ou des conducteurs éventuels, etc...).
Des études poussées dans ce sens amélioreraient les tarifs a priori.
Nous pensons qu’elles laisseraient néanmoins subsister une hétéro-
généité suffisante pour justifier une politique de bonus, c’est-a-dire
notamment l'application de surprime.

On peut évidemment diminuer 'importance relative de ces sur-
primes en élevant a priori le tarif de base, mais plus on le fait
plus on bouscule l'équité.

Certes le choix d’un systéme de bonus ne peut faire abstraction
de considérations extra-techniques, commerciales, administratives
et autres, qui sont susceptibles d’infléchir les conclusions techniques.
Mais quoi qu’il en soit, il est toujours possible dans une hypothése
donnée — et prudente -— d’hétérogénéité de batir un systéme de
bonus théoriquement équilibré.

Il n’est pas difficile non plus de passer d'un taux de bonus applica-
ble aux primes pures a un taux de bonus ,,commercial”’.
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Les commissions aux agents, si le pourcentage en est constant,
ne jouent aucun réle. Quant aux frais généraux d’administration,
il faut les décomposer d'une part en frais d’émission et de gestion
des contrats, et d’autre part en frais de gestion et de réglement
des sinistres, le taux de bonus ,,pur’ ne s’appliquant qu'a ces
dernizars. Il n'y a donc pas de difficulté a cet égard si la comptabilité
est organisée pour I'analyse des frais par département et par service.

3. Sans vouloir faire une analyse compléte de la question, on
ne peut toutefois omettre de signaler qu'une politique de bonus
préte le flanc & diverses objections.

Dans certains pays — et c’est le cas en Belgique — la clause de
,,conduite exclusive” n’existe pratiquement plus; car l’assureur
est toujours obligé d’intervenir quel que soit le conducteur, quitte
A se retourner contre le preneur d’assurance si le conducteur n’était
pas celui qui avait été désigné dans la police; mais cette procédure
est fort délicate. On assure donc en fait le véhicule et non le con-
ducteur. On objecte alors que l'observation du comportement
passé du ou des conducteurs du véhicule peut se révéler absolument
dépourvue de toute signification pour l'avenir, puisque le conducteur
futur peut étre une autre personne.

Cette objection n’est pas sans fondement; mais elle nous parait
en pratique plus grave pour une ,flotte” de véhicules d'une firme
industrielle ou commerciale que pour des véhicules privés.

On pourrait soutenir aussi que le comportement d’un conducteur
bien déterminé peut changer au fil du temps et par conséquent que
le passé n’est pas garant de 'avenir. Mais cette incertitude ne pése-
t-elle pas sur la plupart des prévisions qui sont i la base méme
du fonctionnement de notre industrie ?

On pourrait encore invoquer la possibilité pour I'assuré de ,,jouer
-contre la Compagnie” en ne déclarant pas certains petits sinistres,
pour esquiver une pénalisation plus cofiteuse et fausser ainsi
I'équilibre théorique du systéme de bonus adopté. Cette possibilité
est réelle mais le jeu est complexe; en cas de sinistres répétés, il
peut se retourner contre l'assuré qui n'est pas certain de jouer
toujours la bonne carte.

4. Embrassant les aspects théoriques et pratiques de la question,
on-est finalement amené a conclure que l'attitude A adopter a
I'égard d’une politique de honus pose un probléme de gestion qui,
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comme tel, est essentiellement et fatalemeat un arbitrage entre
facteurs contradictoires. 11 appartient en définitve aux responsables
d’une gestion automobile de peser ces divers facteurs administratifs,
commerciaux, purement techniques, moraux et autres. Mais quel
que soit I'enchevétrement de ces facteurs, on se trouve finalement
— toutes réductions faites — devant l'option suivante: tenir
compte d’une fagon imparfaite ou ne pas tenir compte du tout,
dans l'appréciation du risque automobile, du comportement du
conducteur qui en est un facteur important. Certes il reste bien des
points a éclairer et a cet égard le manque de statistiques suffisam-
ment fouillées est un gros handicap: aussi la confrontation que
I'Institut des Actuaires Francais a décidé d’organiser ne peut-elle
étre que bienvenue et enrichissante.

Je remercie M. P. Jaspard qui s’est chargé de la plupart des
calculs numériques.
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