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PROBLEME DE CAUCHY
A DEUX VARIABLES FUCHSIENNES

NOUR SAID MADI

Introduction. Nous allons considérer ici un opérateur de Cauchy a deux variables
Fuchsiennes de la forme:

P= 3 GqaD)" D)+ 3 aalt,s,y) D)™ (sD)@DE .

a+ay=m aj+ap+a’|<m
aj+ar#Fm

Puis nous allons chercher, sous certaines conditions d’hyperbolicité sur les racines
caractéristiques Fuchsiennes, des solutions de 1’équation Pu = f, dans le cas ou f est
réguliere par rapport aux variables Fuchsiennes et analytique par rapport aux autres.

Baouendi et Goulaouic ont traité dans [1] ce méme type d’opérateurs dans le cas d’une
seule variable Fuchsienne. Dans [3] a été étudié le cas de plusieurs variables Fuchsiennes
pour certains opérateurs de Goursat.

1. Notations et resultats. x = (¢,5,y) désigne un élément de R™, a =
(a1, a2, @’) un multi-indice de N™*2, notons par:
(¢4] a? |a’|
DM = o pe = & pe = 0"
ap s o a3 Apy2 2
at as i’ ayn y,.+
olel
et Da = —_—
x a;l'laglz ;3 .. .a:lmz
ol
/| = az+ -+ aps2, la| = a1+ oz + ||
I; /
(@)= a3 -as---ony, al=o-ay-(a)l.

Dans Z 2, nous considérons les relations suivantes:
() < (ni,m) siug < nypetuy <my
(w1, up) < (ny,n2) si (uy, uz) < (n1,m) et (w1, up) # (ny,nz).

Comme c’est défini dans [4], le poids d’un mondme différentiel b, (x)D par rapport &
(1, 5) est dit inférieur od égal a (11, u2), s’il existe une fonction b (x) continue telle que:

ba(t,s,y) = 17 PRt 5. y)
avec: (p1, p2) < (a1, a2).
Regu par les editeurs le 18 janvier 1990 .
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Considérons I’ opérateur différentiel de la forme suivante:

(I-1) P= 3 4uut™s?DIDX+ 3 aolt,s, ) s?D?.
aj+aa=m aj+oanEm
|a|<m

D’aprés la définition donnée dans [4], P est un opérateur de Fuchs de poids nul par
rapport 2 (¢, s) si les mondmes différentiels Ao ()1*1s*2DY pour a’ # 0, ont un poids
strictement inférieur a (0, 0), donc:

-2 au(t,s,y) = t"'sPaq(t,5,y) ob (0,0) < (m1,m2).
A Yoperateur P nous associons le polyndme a deux indéterminées suivant:

P(X’ Y’y) = Z aa.,az Cal (X)CIz(X)

(1_3) ajt+ar=m
+ z aal,az,O,...,O(O, 07 y)Cal (X)C(Iz(Y)
ay+a<m
oll
a,-—l

Coi(k) = Ho(k —Jet Gok) = 1.
=

Le polyndme P est appelé le polynéme caractéristique Fuchsien associé a I’ opérateur

P.
-4 P,(X,Y)= Z aa\,azxal Yy

ajt+a=m
est appelé la partie principale du polynéme caractéristique Fuchsien.
Supposons pour la suite que a0 = 1, alors:

PpX,Y) = (X = AY)--- (X — AnY).

Les valeurs A;, pour i = 1,...,m; sont appelées les racines Fuchsiennes de 1’ operateur
P.
Sous les hypotheses suivantes:

(H)) Lesracines \;, pouri = 1,...,m; sont réelles et distinctes.

(H,) Lesracines \;, pouri = 1,...,m; sont strictement négatives.

(H3) Pour tout (ky, k;) dans N2: P(ky, ky,0) 74 0.
Nous allons montrer dans les paragraphes que suivront que si tous les coéfficients de
P sont de classe C™ par rapport a (¢, s) et analytiques par rapport a y au voisinage de
I’origine, on a le résultat suivant:

THEOREME 1.  Si P est un opérateur de la forme (I-1), de type de Fuchs de poids nul
par rapport a (t,s), et si son polyndme caractéristique Fuchsien vérifie les hypothéses
(Hy), (H,) et (H3), alors pour toute fonction f de classe C* par rapport a (t, s) et analy-
tique par rapport a 'y au voisinage de 1’origine, il existe u une fonction unique de classe
C® par rapport a (1, s) et analytique par rapport a y qui est solution de I’équation:

Pu=f.
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REMARQUE. D’aprés les hypothése (H,) et (H>), il ne peut exister qu’un nombre fini
d’élements (k;, k) dans N2 qui ne vérifient pas (H3).

D’aprés 1’égalité (I-2) et en utilisant la formule de Taylor aux coéfficients de
I’opérateur P, on a:

— a2 )X X2
P= 3 duat™s®DMD?

aj+ar=m
+ Z a(l],az,(),...,,()(oa 09y)taisa2D:ll Dgz
aj+az<m
+t Y. Aot s, " DT
Ja|<m
aj+enFEm
+5 3 ba(t,s, )M DS
|a|<m
a+arFEm
(I-5) P = P(tD,,sD;,y) +1t Z g ()t s DY
|a|<m
aj+ar#m
+5 Y ()™ s®De.
|a|<m
a|+a27€m

2. Resolution de I’equation P(¢tD;, sD;, y)u(x) = f(x). Soita un réel positif, notons
par B(0, a) I’ouvert dans C" de centre O et de rayon a, suivant:

B(0,a) = {z€C"

|zi| < apouri=1,...,n}.

Désignons par E,, I’espace des fonctions continues sur B(0,a) et holomorphes sur
B(0, a), que nous allons munir de la norme:

I-1) (Iflle = max [f(z)].
z€B(0,a)

(E2)a>0 est une chaine décroissante d’espaces de Banach. De plus poura > b > 0, E,
s’injecte continiment dans E;, avec une norme égale a 1 (voir [1]).
Sia > b > 0, pour tout f dans Ej,, tout u dans E, et tout multi-indice ’ dans N”, on

12 WDl < il
YT (a— b ¢
L’inégalité (I1I-2) découle imédiatement de la formule intégrale de Cauchy appliquée a
D;”u.
Remarquons d’abord que pour f une fonction réguliére par rapport a (¢, s), on a les
propriétés suivantes:

(I1-3) 152 DI DIf = Co (1Dy) Cay (sDs)f
(11-4) PSIDDS = (1D, — j)(sDs — BPs'S.
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Donc en utilisant I’égalité (II-3), P(tD;, sDy, y) prend la forme:

(II-5) P(tDy, sDs, y) = Pm(tDy, sDs)
+ z ba.,az(y)(tDt)al (sDg)™ et

aj+ar<m

(11-6) P = P(tD,, sD;, y)
+t Y Foa)(tD)™ (sD)™ DY

lae|<m
a1+a2#m

+s Y Ga(D)™ (sDs)*DS .
|a|<m
aytongEm

D’aprés (H;) les racines );, pour i = 1,...,m, sont toutes distinctes; par conséquent
pour chaque {(a, a;) dans N2 vérifiant: a; + ay < m, (tD,)* (sD;)® s’écrit comme
combinaison linéaire des produits de (a; + ay) termes parmis les (¢D; — A;sD;), pour
i=1,...,a1+ay+1:

aj+ap+1

(D) ' (sD)* = > br(A1, ..., Aayrars1 Dy — AisDy) - - - (tD; — M1 5Dy)
=1
IL-7) - (tDy — Ay18Dyg) - - - (tD, — )\a1+a2+15Ds)~

Pour p = (1, p12) dans R 2, notons par H” et H, les opérateurs suivants:
. 1 A
@8 HOf = [ o~ A — Df(or,07Vs,y) do.

— (TT #®)f = 1=l g M L g Ay
@) Hf= ([IHO) = [ o om o o

-floy---omt, al_’\' .. -cr,;’\”‘s,y) doy---do,.
En utilisant une intégration par parties, on prouve aiseément que:
(tD; — NisDs + py — o X)HPu = HLO (D, — NisDs + iy — poAu = u.

Donc:
(II-10) %Pm(tD, +p1,8Dg + po)u = Pp(tDy + g, sDs + uz)%u = u.
Si on choisit p tel que:

p1— XNipg > Opouri=1,...,m.
Les relations (1I-7) et (II-9) nous donnent pour a; + a; < m:

max | H, (tD + p1)* (sDs + p2)*u(t, s, y)|

<7
[sl<s
(I1-11) K
< L,
T [ = Appmmae lrillng jutt.s. )
[s|<s
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ol A = maxj<i<m Ai-
Désignons par CK([-T,T] x [—S, S), E,) I’ensemble des fonctions de classe C* sur
[—T,T] x [—S, S] a valeurs dans E,, que nous munissons de la norme:

s = max (e, )
Is|<s

Prenons g un entier naturel qui vérifie les deux inégalités suivantes:

(I1-12) Z 1bay.l|aK(=A )T+ < (=Ag)™
aj+ar<m

(11-13) > bayallaKg™ ™™ < g™
ay+or<m

Soit I’hypothese suivante:

(H,) Pour tout (k;, ky) dans N2, et tout y dans E,: P(k;, k2,y) # 0.

Alors on a:

PROPOSITION 1.  Sous les hypothéses (Hy), (H,) et (Ha); pour toute fonctionf(t,s, .)
dans CU([-T,T] x [—S, S, Ey), il existe u(t, s, .) unique dans CI([—T,T] x [-S, S, Eq)
solution de I’équation différentielle:

P(tD,, sDs,y) u(t,s,y) = f(t,s,y).
PREUVE. La formule de Taylor nous permet d’écrire f sous la forme:
ft,s,.) = fo(0,s,.) +t£1(0,5,.) + - - + 197 f,_1(0,s,,.) + 19g(1,5,.).
Nous allons chercher une solution u de la méme forme, donc:
P(tDy, sDy, y) u(t, s,y) = P(0, sDs, y) uo(0, s, y) + tP(1, sDs, y) u1(0, s, y)
+++-+197'P(q — 1,5Ds,y) ug—1(0,s,y) + “P(tD; + g, Dy, y) v(t,5,y)
u;(0,s,y) etfi(0,s,y) pouri = 1,...,q — 1; ont aussi pour expression:
ui(0,5,y) = uio(y) +sui () +- -+ 577 i g 1) + 577(s, y)
[10,5,y) = fio®) + in @) + - -+ 577 fi g i1 0) + 57 guls, y).
Ainsi I’équation P(tD,, sDy, y) u(t, s,y) = f(t, s, y) nous donne:
P(,j, y) uij(y) = fij(y) pouri+j<g—1
(11-14) P(i,sDs + q — i,y) vi(s,y) = gi(s,y) pouri:0<i<g—1.
P(tD; + q,sD;,y) v(t,s,y) = g(t,s,y)
En appliquant (II-10), le systéme (II-14) devient:

(1I-15)
uij(y) = ,{(,(Jy;) pouri+j<gq—1
[1 P H; g ity + )YV (D + @ — i) *beg (y)] vi(s,y) = Hgigi(s, )
[1 + 3 :;( Hao(tD; + q)al(SDs)‘IZbahaz(y)] W, s,y) = Hyog(t,s,y).
a<m

D’aprés (1I-11) a (II-13), I’opérateur Yu,+0,<m }ﬂJ(tD, + 1)@ (sD; +7)%bqy, a,(y) pour
i+j = g, est un opérateur continu de norme strictement inférieure a 1; par conséquent
on détermine de fagon unique la solution u.
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3. Resolution de I’equation Pu = f.

PROPOSITION 2. Sous les hypothéses (H,), (Hy) et (Hy), pour toute fonctionf(t,s,.)
dans CU([—T, T xX[-S, S],E,), il existe b:0 < b < a,R;:R; < T,Ry < Setu(t,s,.)une
Sfonction dans CI([—Ry, Ry 1 X [—Ry, R2], Ep) solution unique de I’ équation différentielle:

Pu=f.

PREUVE. En choisissant u et f de la forme suivante:

q—1g—i—1

u(t,s,y) = ) Z u /(s + Z ui(s, T+ 10v(t, 5, y)

=0 j=0
—1g—i—1

ft,s,y) = Z E s + Eg,(s DT+ Hg(t, s, y).
Puis en faisant opérer P sur u, on constate que chaque u;; se définit de fagon unique a
partir des up, pour (h, k) < (i,)).
D’aprés (1I-6), les fonctions u(s,.) pourk = 1,...,q — 1, vérifient les équations:

Pk,sDs + g —ky)u(s.9) +5s 3 Ga(0,5, )k (sD)™ D u(s.y)
|al<m

(HI' 1) a +a;7€m
= hy(s,y)

ou: chaque hy; s’exprime en fonction de g; et des i; pouri = 1,...,k— 1.

En utilisant les résultats donnés dans [3] (Théoreme (II-1) et corollaire (II-2)), les
uy(s,y) solutions de (III-1) existent et sont déterminées de fagon unique. De plus
597 % (s, y) est de classe C? par rapport a s.

Pour déterminer v, nous allons utiliser la méthode des approximations successives.
D’abord I’équation vérifiée par v est:

P@D; + q,sDy, y) v(x)
(111-2) +1 3 Fa()(tD; + )™ (sDy) D v(x)

le|<m
a|+a27£m

+s z Go (X)(tD; + )™ (SDS)O‘ZD‘; Iv(x) = h(x).
|| <m
o +oFEm

Notons par:

-1
T=[14 5 HolDi+ 6D b, 0,00

ay+or<m

La proposition 1 nous donne que 1I’équation (I1I-2) est équivalente a:
v(x) = (Hyo)h(x)
= (Hyoh)|

(tFa(x) + 5Go (¥)) (1D, + @) (sDx)"‘ZD;’I] V(x).
|a|<m
a+ay#m
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Notons par (Up)nen, (Va)nen les suites récurrentes suivantes:

Uo(x) = (Hy0)h(x)
Un+|(x)=(5"£;,of)[h(x)—— Y (tFa®) +5Ga(x))(tD; + ) (sD) D |Un(x)

Ja|<m
aj+ar£m

Vo(x) = J[h(x)]
Vn+l(x) = Pm(tDt +4q, SD.wy)[Un-H - Un]

Alors, en a:

Vit = J[— S (tFq +5Ga)(tDs + q)“l(st)"Z%,OD;’]v,,.

la|<m
aj+on#Em

Maintenant nous allons montrer par récurrence sur n, qu’il existe deux réels positifs
M,, M, tels que:

MR, + Ry)

W3 Vallass <M [0

] pourn € Netb:0< b < a.

D’abord, on a:

I Vasillrpot S ALRI+R2) 3" Ba|(tDs + @)™ (sD)*DE Vallgy o
la| <
a|‘:-(12;nm

ol A est la norme de I’opérateur J et
By = max(“F”RlyREﬂ’ “G“Rlstﬂ)‘
D’aprés (II-7), on a:

(tD; + )™ (sDy)** Hy oDV,
a|+a2+l

= > b, Aagrag)) (D — A\isDs + q) - - - (1D — M—15Ds + q)
=1

- (tDy = Me15Ds +q) -+ (1D — Aaysars15D;s + @ Hy oDV,

(1|+(12+l
k !
= BeO s - - s Aagrans) ) H D HGrerD L gfmpe’y,
= v 40 74,0 9.0 =y
aj+ar+l m—o—an 1
= b1, . Adrag+) al”
= > ’ 172 (0,11 —ay l].:—ll 1
, m—a—a A m A
a - —Ai
DV, I ator™ I o0 4 _05Ndoi-dom o a-
i=1 I=a)+ay+2

Par conséquent, on a:

| (tD; + @)™ (sD)*2 Hy oD V|| R, 22 5
m—a;—az

<A D*'V do
=42 /[-Ollm—al‘az ” y "”0{1"'057‘117a2R1,01”-"U,ﬂ,a1,u2Rz,b H] i
M =
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ol
aj+an+l
A2 = Z Ibk(/\l»-‘- a|+a2+1)|
k=1
et
d = min(1,-M\).
Puis, en utilisant (II-2) et I’hypothese de récurrence, on a pour tout réel c tel que
b<c<a
”Da V ”a ol - "2R adma,‘,’,val,asz‘b
(a)!
( b)|a'i “ “ —od_ a|—azR afma,ﬁ,al_asz,c
(a )' (oy-- 'o'm—aq—otz)n (Ry +R2)nM M
= (C . b)la/l (a _ C)” 1iViy.
Donc, en a:
| Vst llro oo
< A AMIMG(R + Ry)™!
T B (a’)! 1 1
aom  (c=b)¥ (@a— o)y (nd + 1yr—en—ea’
a|+a;76m
Choisissons c tel que:
b
—b)= .
(c—b) d
Alors: (a—c¢) = (a— b)(l — ﬁ)
D’ou:
| Vs |l R, 2.
(a)! (nd)|*"
< A Ao M ME(R, + Ry ————
=AM MR+ Ry ;a|2<:m (1= Ly (nd+ Dyme-e
a|+a;76m
1
< AJA M ME(R, + Ry ————— By (a) 714,
< A/ AA MMy (R, +Ry) @by |Q|Z<:m «(a)lc
aﬁa?;ém
En posant:

My=AA Y Be(a)e !4,
|a|<m
aj+ap#m

On a V41 qui vérifie I’inégalité (III-3), donc en choisissant Ry, R et b, de tel sorte
que:
(R +Ry)

My— 1.
Ya—byn <
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La série de terme géneral V, converge normalement vers une fonction W continue
par rapport a (¢, s) et analytique par rapport a y sur Ej, ainsi la suite (U,),ey converge
normalement vers V = H, oW, qui est solution de I’équation (III-2).

Si V' est une solution quelconque de 1’équation (I1I-2), la suite de terme géneral
P.(tD; + g, sDs, y)(U, — V') vérifie I'inégalité (I1I-3); d’ou I’unicité de la solution.

Finalement, remarquons que si g vérifie les inégalités (II-12) et (II-13) alors tout entier
supérieur a q les vérifie aussi, ce qui nous donne le résultat du théoreme 1.
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