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Abstract. Let f : X ! Sbe aprojectivemorphismofNoetherian schemes.Weassume f purelyof
relative dimension d and ¢nite Tor-dimensional. We associate to d � 1 invertible sheaves
L1; . . . ;Ld�1 on X a line bundle IX=S�L1; . . . ;Ld�1� on S depending additively on the Li, com-
muting to g̀ood' base changes andwhich represents the integral along the ¢bres of fof the product
of the ¢rst Chern classes of the Li. If d � 0, IX=S�L� is the norm N X=S�L�:
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Introduction

L'objet de ce travail est de construire les ¢brës d'intersection dans un cadre
sensiblement plus gënëral que celui ou© se plac° ait R. Elkik dan [Elk].

Rappelons que l'une des ëtapes du programme tracë par P. Deligne dans le
`Dëterminant de la Cohomologie' [Del 2] est la suivante:

Si f : X ! S est un morphisme projectif plat de dimension relative d de schëmas
noethërians et P un polynoª me homoge© ne de degrë d � 1 en les classes de Chern
de ¢brës vectoriels E1; . . . ;Er sur X, construire un ¢brë en droites sur S `reprësentantR
X=S P '.
Le cas crucial est en fait celui ou© P est le produit des classes de Chern d'une famille
L1; . . . ;Ld�1 de ¢brës en droites sur X, le cas gënëral s'en dëduisant suivant une
mëthode exposëe [Elk] et reprise brie© vement dans la partie VI du prësent article.
On obtient dans le cas considërë ci-dessus un ¢brë en droites sur S, notë
IX=S�L1; . . . ;Ld�1� qu'on appelle ¢brë d'intersection relative des �L�i2�1;d�1�:

Le cas ou© f est lisse et ou© d � 1 avait ëtë traitë par Deligne [Del 1]. Dans [Elk] on
construit ces ¢brës d'intersection lorsque f est supposë Cohen^Macaulay.

Indiquons de fac° on tre© s approximative le ¢l conducteur de cette construction pour
dW 1:

(a) Si d � 0, le ¢brë IX=S�L� est la norme N X=S�L�:
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(b) Si d � 1 et si l1 est une section deL1 dë¢nissant un diviseur relatifY¢ni et plat sur
S on veut qu'il existe un isomorphisme canonique < l1 > de IX=S�L1;L2� sur
IY=S�L2� � N Y=S�L2�:

(c) Supposons alors L1 relativement ample et engendrë par ses sections locales sur S,
ou plus prëcisement, quotient de f �V avec V ¢brë sur S. On dispose alors
au-dessus de P � P� �V � d'une section `universelle' s1 de L1 dë¢nissant le diviseur
Y de X �S P. Au-dessus de l'ouvert U de P ou© Y est un diviseur relatif on dispose
de N Y=U�L2jY � qu'on d̀escend' alors a© S pour obtenir IX=S�L1;L2�.

Lorsque f est seulement plat mais non nëcessairement Cohen^Macaulay, il n'y a
plus assez de sections relativement rëgulie© res, c'est a© dire, que 'ouvert U n'est plus
assez gros pour effectuer la descente de manie© re satisfaisante. On est donc amenë
a© considërer l'ouvert au-dessus duquel Y est ¢ni mais non nëcessairement plat,
de sorte que si l'on veut considërer des morphismes plats non Cohen^Macaulay
on est naturellement amenë a© considërer des morphismes non nëcessairement plats,
mais seulement de Tor-dimension ¢nie.

Cet article est, donc, essentiellement consacrë a© la dëmonstration du thëore© me
suivant:

THEè OREé ME. Soit f : X ! S un morphisme projectif de Tor-dimension ¢nie
purement de dimension d de schëmas noethëriens. Soit �Pic is�X la catëgorie des ¢brës
inversibles sur X et des isomorphismes de ¢brës inversibles. Il existe un foncteur IX=S
de �Pic is�d�1X dans la catëgorie �Pic is�S saisfaisant aux propriëtës suivantes:

(i) Si L1; . . . ;Ld�1 sont des objects de �Pic is�X, le ¢brë IX=S�L1; . . . ;Ld�1� dëpend de
fac° on multiadditive des Li.

(ii) Pour toute permutation t de �1; d � 1�, il existe un isomorphisme de symëtrie
jt : IX=S�L1; . . . ;Ld�1� �ÿ!IX=S�Lt�1�; . . . ;Lt�d�1��.

(iii) Le ¢brë IX=S�L1; . . . ;Ld�1� est compatible aux `bons' changements de base (I.1.7).
(iv) Pour un i 2 [1, d] soit li une section rëgulie© re de Li dë¢nissant un diviseurY. Il existe

un isomorphisme IX=S�L1; . . . ;Ld�1� �ÿ! IY=S�L1jY ; . . . ; L̂i; . . . ;Ld�1jY �.
(v) Si d � 0 alors IX=S�L� � N X=S�cL�.

Les isomorphismes (i), (ii), (iii), (iv) sont compatibles entre eux dans un sens
ëvident.

Revenons au cas d = 0. Soit donc f : X ! S ¢ni de Tor-dimension ¢nie. SiM est un
OS-module cohërent de tor-dimension ¢nie et f un automorphisme de M la
dë¢nition de Det f 2 G�S;O�S� ne pose pas de proble© me. Si L est un OX¢brë en
droites on sait donc dë¢nir le ¢brë norme N X=S�L� suivant une approche inspirëe
de E.G.A. II.6.5 et la normeN X=S�l� d'une section locale l engendrant leOX -module
L. Toutefois, nous dëmontrons le rësultat plus riche suivant (I.2.6), du a© R. Elkik, qui
permet entre autres de simpli¢er considërablement la descente et la dë¢nition des
isomorphismes de symëtrie (meª me dans le cas Cohen^Macaulay):
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Si M est un OX -module cohërent de tor-dimension ¢nie et f un endomorphisme
injectif de M, il existe un unique ëlëment Det f 2 G�S;OS� prolongeant le
dëterminant de f dë¢ni sur l'ouvert ou© M est localement libre.

Avec les notations prëcëdentes, on sait alors dë¢nirN X=S�l� lorsque l est seulement
une section rëgulie© re de L.

Reprenons alors le cas gënëral (L quelconque) et soit (l1; . . . ; ld�1� une suite
fortement rëgulie© re de sections des ¢brës �L1; . . . ;Ld�1� (IV.3.2), c'est a© dire, telle
que pour tout i infërieur ou ëgal a© d, le fermë dë¢ni par �L1; . . . ;Li� est de dimension
relative d ÿ i et la restriction de ld�1a© ce fermë est rëguliëre. On dë¢nit alors de mani-
e© re naturelle une section rëgulie© re < l1; . . . ; ld�1 > de IX=S�L1; . . . ;Ld�1� qu'il serait
lëgitime de baptiser `rësultant' de la suite de sections �l1; . . . ; ld�1�.

Les rësultats techniques concernant les morphismes de Tor-dimension ¢nie sont
ëtablis en 1.

Le chapitre 2 est essentiellement consacrë a© la construction du ¢brë d'intersection
dans le cas de faisceaux inversibles f-amples.

Le rësultat principal du chapitre II est l'existence de la descente (thëore© me 2.8) qui
permet la dë¢nition de IX=S�L1; . . . ;Ld�1� dans 2.9.

Le chapitre 3 est consacrë a© dëmontrer que le ¢brë ainsi construit satisfait aux
propriëtës attendues: symëtrie, additivitë, trivialisations locales liëes a© des sections
a© diviseurs disjoints.

La de¢nition du ¢brë d'intersection de faisceaux inversibles quelconques est
donnëe dans le chapitre 4 a© partir du cas ample graª ce aux isomorphismes
d'additivitë.

Dans le chapitre V nous effectuons quelques calculs sur les ¢brës d'intersection.
Nous ëtablissons la formule de projection (5.2), dëmontrons l'invariance du. ¢brë
d'intersection par transformation birationnelle (5.3). Dans le paragraphe 5.4 nous
montrons comment la hauteur d'une variëtë arithmëtique par rapport a© un ¢brë
ample mëtrisë s'interpre© te comme le degrë d'un ¢brë d'intersection.

Dans le dernier paragraphe, nous construisons un ¢brë en droites associë a© des
¢brës vectoriels Ei sur X et a© des entiers ki de sonime d � 1 `Incarnant l'intëgrale
le long des ¢bres de f du produit des kei classes de Chern des Ei'

Ce travail n'aurait vu le jour sans l'encadrement, les conseils et les encouragements
de Renëe Elkik pendant la rëalisation de ma The© se a© Orsay. Je l'en remarcie tre© s
chaleureusement, ainsi que pour me permettre d'inclure ici les propositions 5.3
et 5.4 qu'elle m'a signalëe.

1. Preliminaires

1.1 QUELQUES REMARQUES SUR LES MORPHISMES DE Tor-DIMENSION FINIE

THEè OREé ME 1.1.1. Soient A un anneau local noethërien de profondeur 0 et
r : Aÿ!B un homomorphisme local d'anneaux locaux tel que la A-alge© bre B soit
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quotient d'une A-alge© bre plate noethërienne. Si M est un B-module de type ¢ni de
Tor-dimension ¢nie sur A, alors M est A-plat.

Dëmonstration. On peut supposer que B lui-meª me est plat au-dessus de A et
noethërien.

Soit q � Tor-dimA M. Considërons une rësolution de M par des B-modules:

0! K ! Lqÿ1! :::! L1 ! L0!M ! 0

avec Li libre de type ¢ni sur B pour tout 0W iW qÿ 1. Alors K est un B-module de
type ¢ni plat au-dessus de A. En particulier, M admet une rësolution par des
B-modules de type ¢ni plats au-dessus de A. On en dëduit le thëore© me par rëcurrence
sur q gr̂ace au lemme suivant:

LEMME 1.1.2. Sous les hypothe© ses du thëore© me 1.1.1 on conside© re deux B-modules P
et Q de type ¢ni, plats au-dessus de A, et un homomorphisme injectif de B-modules
j : Pÿ!Q. Soient m l'idëal maximal de l'anneau A et k � A=m son corps rësiduel.
On a:

(i) L'homomorphisme induit �j : P 
A kÿ!Q
A k est injectif.
(ii) TorA1 �P=Q; k� � 0, donc P=Q est plat au-dessus de A.

Dëmonstration. (i) Il existe un ëlëment x dans A dont l'annulateur est l'idëal
maximal m: On a donc une suite exacte:

0ÿ!mÿ!A ÿ!�x Aÿ!A=xAÿ!0:

Puisque P est A-plat, on en dëduit la suite exacte:

0ÿ!mPÿ!P ÿ!�x Pÿ!P=xPÿ!0:

Soit p un ëlëment de P dont la classe �pmodulo m appartienne au noyau de �j: Il vient
que: j�p� 2 m �Q, donc 0 � x � j�p� � j�x � p�. On en dëduit que x � p � 0, d'ou©
p 2 mP, c'est a© dire, �p � 0:

(ii) La nullitë de Tor1A�P=Q; k� est une consëquence immëdiate de la partie i
prëcëdente et la platitude de P=Q au-dessus de A rësulte alors de (Bourbaki, Alge© bre
Commutative, Chapitre III, paragraphe 5, no 2, thëore© me 1).

PROPOSITION 1.1.3. Soit f : X ÿ!S un morphisme de type ¢ni de Tor-dimension
¢nie de schëmas noethëriens. L'ouvert de S au-dessus duquel f est plat contient tous
les points associës de S.

Preuve. C'est une consëquence directe du thëore© me 1.1.1.

DEè FINITION 1.1.4. Soient f : X ÿ!S un morphisme projectif de Tor-dimension
¢nie de schëmas noethëriens, L un ¢brë sur X et s un point de S.

On dë¢nit la caractëristique d'Euler-Poincarë relative de L au point s 2 S de la
fac° on suivante:
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Soit V un voisinage af¢ne de s et soit L� un complexe parfait de OV-modules
calculant universellement RifV�L. On pose:

wX=S �L�s � w �L�� �
X
i

�ÿ1�i rang �Li�:

La caractëristique d'Euler^Poincarë ainsi dë¢nie est, de fac° on ëvidente,
localement constante sur S et concide pour s appartenant a© l'ouvert au-dessus duquel
f est plat avec la dë¢nition usuelle.

DEè FINITION 1.1.5. Soit X un schëma et d un entier supërieur ou ëgal a© 0. On dit
qu'un morphisme de schëmas f : X ÿ!S est purement de dimension d, ou
ëquidimensionnel de dimension d, si pour tout point x 2 X la dimension en x de
la ¢bre f ÿ1�ff �x�g� est ëgale a© d.

On notera que si X est vide, alors quelque soit dX 0, f est ëquidimensionnel de
dimension d.

DEè FINITION 1.1.6.1. Soit f : X ÿ!S un morphisme de schëmas ëquidimensionnel
de dimension d, projectif, de Tor-dimension ¢nie avec S connexe. On dë¢nit le degrë
d'intersection relatif, notë X=S, comme la d-ie© me diffërence pointëe de l'application
wX=S : �X � ÿ!Z, c'est a© dire, si L1; . . . ;Ld sont des faisceaux inversibles sur X ,
on pose:

X=S �L1; . . . ;Ld� �
X

J��1;d�
�ÿ1�d�jJjwX=S

O
j2J
Lj

 !
:

Remarque 1.1.6.2. L'application X=S ainsi dë¢nie est d-linëaire (cf. [Elk] IV.1.2).

DEè FINITION 1.1.7. On conside© re encore un morphisme projectif de Tor-dimension
¢nie de schëmas noethëriens f : X ÿ!S. Soit U l'ouvert de S au-dessus duquel f est
plat et soit j : S0 ÿ!S un S-schëma.

On dit que j : S0 ÿ!S est un bon changement de base pour f si X 0 � X �S S0 est
de Tor-dimension ¢nie sur S0 et si l'ouvert jÿ1�U� contient tous les points associës
de S0.

Remarques 1.1.8.

(i) Tout changement de base plat est bon.
(ii) Si f : X ÿ!S est plat, alors tout changement de base j : S0 ÿ!S est bon.
(iii) Un bon changement de base conserve la caractëristique d'Euler^Poincarë et le

degrë d'intersection relatif dë¢nis ci-dessus.

PROPOSITION 1.1.9. Sous les hypothe© ses de 1.1.7, si ToriOS
�OX ;OS0 � � 0 pour tout

iX 1 alors le changement de base S0 ÿ!S est bon.
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Dëmonstration. La question ëtant locale, on peut supposer que S, S0 et X sont
af¢nes d'anneaux A, A0 et B respectivement. Sous les hypothe© ses faites, une
rësolution projective de B reste exacte apre© s tensorisation par A0 et donc
B 
A A0 est de Tor-dimension ¢nie au-dessus de A0.

Il suf¢t donc de dëmontrer le lemme suivant:

LEMME 1.1.9.1. Soit r : Aÿ!B un homomorphisme local d'anneaux locaux faisant
de B une A-alge© bre essentiellement de type ¢ni. Soit M un B-module de type ¢ni
et de dimension projective ¢nie au-dessus de A. On conside© re un homomorphisme local
d'anneaux locaux c : Aÿ!A0: On suppose que A0 est de profondeur zëro. Si
ToriA�M;A0� � 0 pour tout iX 1 alors M est A-plat.

Dëmonstration du lemme. On peut supposer que B est plat au-dessus de A.
On pose M0 �M 
A A0. On dësigne par kA (respectivement kA0) le corps rësiduel

de A (respectivement de A0).
Soit P une rësolution projective de M. Par hypothe© se, P 
A A0 est une rësolution

de M0 sur A0, donc la dimension projective de M0 sur A0 est ¢nie et par consëquence,
M0 est plat au-dessus de A0 (d'aprës 1.1.1). On a donc:

0 � Tor1A0 �M0; kA0 � � H1�P 
A A0 
A0 kA0 � � Tor1A�M; kA� 
kA kA0

On en dëduit Tor1A�M; kA� � 0, d'ou© le rësultat.

1.2. PREè LIMINAIRES SUR LA NORME.

Dans ce qui suit nous gënëralisons la dë¢nition de dëterminant d'un automorphisme
de OX -module, puis celle de la norme d'un faisceau inversible suivant une approche
similaire a© celle de E.G.A.II.6.5.

PROPOSITION 1.2.1. Soient S un schëma noethërien,M unOS-module cohërent de
Tor-dimension ¢nie, U l'ouvert de S au-dessus duquelM est localement libre,

j :Mÿ!M un endomorphisme injectif. Alors:

(1) Il existe une unique section Det�j� 2 G �S;OS� dont la restriction a© U est le
dëterminant de jjU :

(2) La section Det�j� est rëgulie© re.
(3) Si c est un autre endomorphisme injectif deM, on a Det�j � c� � Det�j� �Det�c�:

On convient que si M, et donc j, sont nuls, Det�j� � 1.
Dëmonstration. L'ouvert U contient tous les points associës de S. Pour tout ouvert

V � S l'application de restriction G �V ;OV � ÿ!G �U \ V ;OU\V � est donc injective.
On en dëduit l'unicitë dans 1 et le fait qu'il existe un plus grand ouvert de S auquel
Det jjU se prolonge. Pour montrer 1 on peut, donc, se rëduire au cas ou© S est le
spectre d'un anneau local noethërien de profondeur 1. De plus j est un
isomorphisme aux points associës de S (cf. 1.1.2) donc Det�j� est une unitë en
ces points. On en dëduit 2.
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L'assertion 3 rësulte de l'unicitë dans 1:

Supposons, donc, que S est le spectre d'un un anneau local noethërien A de
profondeur 1 et soit M le A-module correspondant a© M: Dësignons par k le corps
rësiduel de A. Soit h : Mÿ!M un endomorphisme injectif. Le module M est de
dimension projective infërieure ou ëgale a© 1:

Considërons une rësolution minimale de M

0ÿ!L1 ÿ!a L0 ÿ!p Mÿ!0:

Alors h se prolonge a© un endomorphisme de la rësolution minimale. Pour i 2 �0; 1�
soient hi : Li ÿ!Li l'endomorphisme induit et p : Mÿ!Q le conoyau de h . Le
A-module Q est de dimension projective ¢nie et A est de profondeur un, donc
TorA2 �Q; k� � 0 et TorA1 �h; k� est injectif. Comme la rësolution est minimale, on a
un isomorphisme TorA1 �M; k� � L1 
A k gr̂ace auquel on peut identi¢er h1 
A k
et TorA1 �h; k�. Il en rësulte que h1 
A k, et donc h, sont des isomorphismes. La section
cherchëe est donc

Det �h� � Det �h0� �Det �h1�ÿ1:
Notons que si MjU � 0, de sorte que ajU est un isomorphisme, on trouve bien
Deth � 1.

PROPOSITION 1.2.2. Soient j (respectivement j0) un endomorphisme injectif du
OS-module cohërent de Tor-dimension ¢nie M (respectivement M0� et supposons
que coker j et coker j0 sont des OS-modules isomorphes. Alors il existe une section
u 2 G �S;O�S� telle que det �j� � u � det �j0�

Dëmonstration. On peut encore supposer que S est le spectre d'un anneau local
noethërien A de profondeur 1: Reprenons alors la dëmonstration de la proposition
prëcëdente. Les sections det �h� et det �h0� diffe© rent par une unitë de A: De plus,
comme h1 est un isomorphisme, la suite

0ÿ!L0 ÿ!h L0 ÿ!
p�p

Qÿ!0

est exacte. Il suf¢t donc de montrer que si l'on a deux suites exactes

0ÿ!L0 ÿ!h L0ÿ!Qÿ!0

et

0ÿ!L00 ÿ!
h00 L00ÿ!Qÿ!0

avec L0 et L00 libres, il existe u 2 A� tel que det �h00� � u � det �h0�, ce qui est clair.

PROPOSITION 1.2.3. Les hypothe© ses sont celles de la proposition 1.2.1. Soit
f : S0 ÿ!S un morphisme de schëmas noethëriens tel que l'ouvert U0 � f ÿ1�U� con-
tienne tous les points associës de S0 et tel que f �M soit de dimension projective ¢nie.
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Si f �c est injectif on a: Det f �c � f �Det c: En particulier, Det commute aux
changements de base plats.

Dëmonstration. En effet, ces deux ëlëments de G �S0;O�S0 � concident en tous les
points associës de S0:

PROPOSITION 1.2.4. Soit S un schëma noethërien, g : Zÿ!S un schëma ¢ni de
Tor-dimension ¢nie au-dessus de S, U l'ouvert de S au-dessus duquel Z est plat.

On peut associer a© toutOZ -module inversible L unOS-module inversibleN Z=S �L�
qu'on appelle norme de L, de telle sorte que:

(1) Le faisceau N Z=S �L�jU concide avec la norme usuelle (E.G.A. II, 6.5).
(2) A tout isomorphisme h : L1 �ÿ!L2 de OZ-modules inversibles correspond un

isomorphisme:
N Z=S �h� : N Z=S �L1� �ÿ!N Z=S �L2� de OS-faisceaux inversibles.

(3) Si L1 et L2 sont deux OZ-modules inversibles, le ¢brë N Z=S �L1 
OZ L2� est
canoniquement isomorphe a© N Z=S �L1� 
OS N Z=S �L2�:

(4) N Z=S est un foncteur covariant de la catëgorie des OZ-modules inversibles avec
morphismes les homomorphismes injectifs dans la catëgorie analogue sur S: En
particulier, a© une section rëgulie© re t d'un OZ-module inversible L est associëe
une section rëgulie© re N Z=S �t� de N Z=S �L� appelëe norme de t:

Construction. On conside© re le OS-module cohërent de dimension projective ¢nie
M� g�OZ. Le ¢brëM est localement libre sur U et g�L est unM-module inversible.

Le ¢brë M s'identi¢e canoniquement a© un sous-OX -module de HomOS �M;M�,
une section t deM au-dessus d'un ouvert W de S s'identi¢ant a© la multiplication
par cette section.

Notons Mreg (respectivement Oreg
S ) le faisceau des sections rëgulie© res de M

(respectivement OS) et pour tout t 2 G � S;Mreg� notons N Z=S �t� le dëterminant
de l'endomorphisme correspondant de M: On obtient ainsi un morphisme
multiplicatif

N Z=S : Mregÿ!Oreg
S

se restreignant en

N Z=S : M�ÿ!O�S

On ëtablit alors l'ënoncë suivant E.G.A.II.6.5.

Remarques 1.2.5.

(1) Dans le cas ou© Z ne contient aucun point associë de S, N Z=S �L� est
canoniquement trivial.
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(2) Les modules g�L et g�OZ ëtant de dimension projective ¢nie sur OS, les ¢brës
Det�g�L� et Det �g�OZ� sont dë¢nis (cf. [Knu-Mum]). On a un isomorphisme
canonique:

b : N Z=S �L� �ÿ!Det �g�L� 
Det �g�OZ�ÿ1

tel que avec t 2 G � gÿ1�V �;L� gënëratrice, on ait:

b �N Z=S �t�� � Det �t�:

PROPOSITION 1.2.6. Soient X ÿ!S un morphisme projectif, de Tor-dimension
¢nie, ëquidimensionnel de dimension 1, L1 et L2 deux OX-modules inversibles, s1
et s2 des sections rëgulie© res de L1 et L2 respectivement dë¢nissant des sous-schëmas
fermës Z1 et Z2 de X qu'on suppose ¢nis sur S. On suppose en outre que la suite
�s1; s2� est rëgulie© re, c'est a© dire, s1jZ2 et s2jZ1 sont des sections rëgulie© res. Alors il existe
un unique isomorphisme

a : N Z1=S�L2jZ1 �
�ÿ!N Z2=S�L1jZ2 �

tel que

a N Z1=S�s2�
ÿ � � N Z2=S�s1�:

Dëmonstration. L'unicitë d'un tel a est claire puisque N Z1=S�s2� est rëgulie© re. Il
suf¢t donc de construire a localement. On peut alors supposer que L1jZ2
(respectivement L2jZ1 ) est un OZ2 (respectivement un OZ1 ) module libre de rang
1. La proposition rësulte alors de 1.2.2.

PROPOSITION 1.2.7. On se place sous les hypothe© ses de 1.2.4. Soit c : S0 ÿ!S un
morphisme de schëmas noethëriens `bon' pour g au sens de 1.1.7. Posons
Z0 � Z �S S0 et considërons le diagramme cartësien:

Z0 ÿÿÿ! Z??y ??yg
S0 ÿÿÿ!c S

Pour tout ¢brë en droites L sur Z il existe un isomorphisme canonique:

N Z0=S0 �g�L� �ÿ!g� N Z=S �L�:

Preuve. Cela rësulte de la construction 1.2.4 et de la proposition 1.2.3.
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PROPOSITION 1.2.8. Si 0ÿ!M0 ÿ!Mÿ!M00 ÿ!0 est une suite exacte de
OS-modules cohërents de Tor-dimension ¢nie et

0 ÿÿÿÿÿÿ! M0 ÿÿÿÿÿÿ! M ÿÿÿÿÿÿ! M00 ÿÿÿÿÿÿ! 0

u0
??y u

??y u00
??y

0 ÿÿÿÿÿÿ! M0 ÿÿÿÿÿÿ! M ÿÿÿÿÿÿ! M00 ÿÿÿÿÿÿ! 0

un diagramme commutatif d'endomorphismes injectifs on a

Det �u� � Det �u0� �Det �u00�

Dëmonstration. C'est vrai aux points associës.

PROPOSITION 1.2.9. Soient S0 ÿ!S et Zÿ!S0 des morphismes ¢nis de Tor-
dimension ¢nie et L un OZ-module inversible. Alors il existe un isomorphisme de
OS-modules:

j : N S0=S N Z=S0 �L�
ÿ � �ÿ!N Z=S �L�

tel que pour toute section rëgulie© re l de L on ait:

j : N S0=S N Z=S0 �l�
ÿ � �ÿ!N Z=S �l�:

Dëmonstration. Au-dessus des points associës de S, S0 est plat et de profondeur
zëro, et Z est S0-plat. Si s est une section rëgulie© re de OZ, les sections rëgulie© res
DetZ=S �s� et DetS0=S DetZ=S0 �s�

ÿ �
sont donc ëgales, puisqu'elles co|« ncident aux points

associës. L'ënoncë rësulte alors de la Construction 1.2.4.

1.3. PREè LIMINAIRES SUR LES SUITES REè GULIEé RES

1.3.1. Sections rëgulie© res
Soient F un ¢brë vectoriel sur un schëma noethërien X et s : OX ÿ!F une section de
F :

Dans la suite on dësignera par Z�s� le sous-schëma des zëros de la section s, c'est a©
dire, le sous-schëma fermë dë¢ni par l'idëal Im� �F ÿ!OX �:

On notera K :�s� le complexe de Koszul augmentë:

K :�s� : . . .
p̂�1

�F !
p̂

�F ! . . .! �F ! OX !OZ�s� ! 0:

DEè FINITION. On dit que la section s est rëgulie© re si le complexe de Koszul de s est
exact, c'est a© dire, si en tout point x de Z�s�, l'image d'une base locale de �F est une
suite rëgulie© re de l'anneau OX ;x:
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NOTATIONS 1.3.2. Soit n 2 N et soientF 1; . . . ;F n des ¢brës vectoriels surX munis
de sections si : OX ÿ!F i: Dans la suite on dësignera par Z�s1; . . . ; sn� le fermëTn

i�1 Z�si�:
1.3.3. Soient X un schëma noethërien et d un entier. Pour tout i 2 �1; n� soit Li un

¢brë inversible sur X muni d'une section li:

DEè FINITION. On dit que la suite de sections �l1; . . . ; ln� est rëgulie© re si la section
�n

i�1 li du ¢brë �n
i�1 Li est rëgulie© re.

En particulier, la rëgularitë de la suite �l1; . . . ; ln� est indëpendante de l'ordre des
termes.

Remarque 1.3.4. Notons Zi le fermë Z�l1; . . . ; li� et supposons que la suite de sec-
tions �l1; . . . ; ln� vëri¢e la condition suivante:

L'homomorphisme l1 : OX ÿ!L1 est injectif et pour tout i 2 �2; n� l'homo-
morphisme li : OZiÿ1 ÿ!LijZiÿ1 est injectif.

Alors la suite �l1; . . . ; ln� est rëgulie© re dans le sens de 1.3.3, mais la rëciproque est
fausse en gënëral.

Les suites de sections universelles considërëes dans 2.2 et 2.3 seront rëgulie© res dans
ce sens `fort'.

2. Construction du ¢brë d'intersection

Dans ce chapitre on construit le ¢brë d'intersection de faisceaux inversibles
`suf¢samment' amples. Ensuite on dëmontre les propriëtës d'additivitë et symëtrie
satisfaites par le ¢brë d'intersection.

2.1. Soient d un entier supërieur ou ëgal a© zëro et f : X ÿ!S un morphisme projectif
purement de dimension d de schëmas noethëriens.

DEè FINITION. On appelle prësentation d'un OX -module inversible L; un couple
�V ;j� ou© V est un S-¢brë et j : f �V ÿ!L est un homomorphisme surjectif. On
dit encore que V engendre L.

DEè FINITION. On dit que L sur X est f -suf¢samment ample (suivant [Elk]), abrëgë
par f .s.a., s'il est f -ample et admet une prësentation.

2.2. Dans ce paragraphe nous considërons seulement des ¢brës sur X engendrës par
un ¢brë vectoriel sur S, sans hypothe© se d'amplitude relative.

Soient f : X ÿ!S un morphisme projectif de schëmas noethëriens, L un faisceau
inversible sur X muni d'une prësentation �V ;j�: Soient P � P� �V � et x � OP�1� le
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¢brë canonique sur P et considërons le diagramme:

XP ÿÿÿÿÿÿ!pX X

fP
??y f

??y
P ÿÿÿÿÿÿ!p S

Sur XP on conside© re l'homomorphisme deOXP -faisceaux f
�
P ��x� ÿ!f �P �V � dëduit de

l'injecton canonique �xÿ!V et l'homomorphisme f �P �V � ÿ!p�X �L� dëduit de la
surjection j : f �V ÿ!L: On dëduit par composition une section s de p�XL 
OXP

f �Px:
Dësormais, on notera simplement par L 
 x le OXP -¢brë p�XL 
OXP

f �Px .

PROPOSITION. La section s est une section rëgulie© re de L 
 x, c'est a© dire, l'homo-
morphisme s : OXP ÿ!L
 x est injectif.

Dëmonstration. Supposons d'abord que X est un schëma inte© gre. Comme XP est
inte© gre, l'homomorphisme s est injectif ou nul.

On note par k�s� le corps rësiduel d'un point s 2 S:
En tout point s 2 S, il existe v 2 V 
OS k�s� tel que 0 6� j�v� 2 H0�X �S k�s�;L�:

Soit p le point de P�S k�s� correspondant a© la droite engendrëe par v. La restriction
a© la ¢bre en p de l'image de s s'identi¢e au sous-faisceau de LjXS engendrë par
j�v�, donc s n'est pas nulle.

Cas gënëral: Soient Z1; . . . ; Zr les points associës deX etY1; . . . ;Yr leur adhërences
schëmatiques. Les points associës de XP sont alors �Z1�P; . . . ; �Zr�P, points gënëriques
de Y1 �S P; � � � ;Yr �S P. Il suf¢t de montrer que pour tout j 2 �1; r� l'application

s : OXP;�Zj�P ÿ!�L 
 x��Zj �P
est injective, ce qui rësulte du fait que l'application induite sur les ¢bres:

k �Zj�P
� �

ÿ!L
 x
 k �Zj�P
� �

est injective, c'est a© dire, un isomorphisme de k �Zj�P
� �

-espaces vectoriels de rang 1.
Cela revient a© remplacer X par Yi, c'est a© dire, on se rame© ne au cas inte© gre.

2.3. Soit f : X ÿ!S un morphisme projectif purement de dimension d de schëmas
noethëriens. Soit n un entier, avec 1W nW d , et soient L1; . . . ;Ln des faisceaux
inversibles sur X engendrës par des ¢brës V1; . . . ;Vn sur S (pour chaque
i 2 �1; n� on se donne une surjection ji : f

�Vi ! Li ! 0).
On pose Pi � P� �Vi� et on note par pi : Pi ! S le morphisme structurel pour

1W iW n. Soient xi � OPi �1� le ¢brë canonique sur Pi, si la section marquëe de
Li 
 xi:

Pour tout i 2 �1; n�, soient Qi �
Qi

j�1 Pj, P � Qn et Zi � Z�s1; . . . ; si� ,!X �s Qi

le fermë des zëros de �s1; . . . ; si�:
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PROPOSITION 2.3.1. La suite de sections �s1; . . . ; sn� est rëgulie© re sur XP.
Dëmonstration.On raisonne par rëcurrence sur n. Supposons que �s1; . . . ; snÿ1� est

une suite rëgulie© re de sections sur XQnÿ1 . Elle l'est aussi apre© s le changement de base
plat Pÿ!Qnÿ1, c'est a© dire, sur XP. De plus, il en rësulte de la proposition 2.2
que sn est rëgulie© re sur Znÿ1 �S Pn � Znÿ1 �Qnÿ1 P:

Remarque. 2.3.2. Pour tout changement de base S0 ÿ!S la suite �s01; . . . ; s0n�
au-dessus de XP �S S0 est rëgulie© re.

Remarque. 2.3.3. Soit g : X 0 ÿ!X un S-morphisme. La suite induite par
�s1; . . . ; sn� sur X 0P est encore rëgulie© re (car Vi engendre g�Li). En particulier, comme
XPÿ!X est plat, cette remarque se traduit aussi par:

La suite �s1; . . . ; sn� est rëgulie© re au-dessus deXP relativement a© X , et le schëmaZn

est donc plat sur X .

2.4. Supposons maintenant que les ¢brës L1; . . . ;Ln sont f -suf¢samment amples.
Soient S0 l'ouvert de S au-dessus duquel X est plat et p : Pÿ!S le morphisme
canonique.

On conside© re l'ouvert U de P au-dessus duquelZn est fP-plat. On note V l'ouvert de
P au-dessus duquel Zn est de dimension relative d ÿ n:

PROPOSITION 2.4.1.

(i) Pour tout s 2 S0, l'intersection de U avec la ¢bre pÿ1�s� est un ouvert dense de
P�S k�s�.

(ii) Pour tout s 2 S, l'intersection du complëmentaire de V avec la ¢bre pÿ1�s� est un
fermë de P�S k�s� de codimension supërieure ou ëgale a© d ÿ n� 2.

Preuve.

(i) En effet, soit Zs le point gënërique de pÿ1�s�. D'apre© s la proposition prëcëdente et
la remarque 2.3.2, la suite �s1; . . . ; sn� est rëgulie© re sur XP �S k�s�, donc rëgulie© re
sur XP �P k�Zs�.
Or XP �S S0 est plat sur P�S S0, donc U contient Zs.

(ii) On peut supposer que S est un corps.
On raisonne par rëcurrence sur n. On montre le cas n � 1 gr̂ace au lemme suivant
(cf. [Elk] 1.2.5.a):

LEMME 2.4.2. Soient g : Y ÿ!k un schëma projectif sur un corps k, purement de
dimension d, L un OY -¢brë inversible ample et V un espace vectoriel muni d'une
surjection j : g�V ÿ!Lÿ!0.

Alors dimk V X d � 1.
Dëmonstration du lemme. Si d > 0, comme L est ample, une section de L ne peut

eª tre partout non nulle et dë¢nit donc un fermë de dimension au moins d ÿ 1:
L'ënoncë en rësulte par rëcurrence sur d:
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2.4.3. Soient X1; . . . ;Xr les composantes irrëductibles rëduites de X . Pour i 2 �1; r�
soit Zi le point gënërique de Xi et soit Wi � Ker�ji�, ou© ji : V ÿ!H0 � Xi; LjXi �
est induite par la restriction de la surjection j a© Xi.

D'apre© s le lemme 2.4.2, la codimension deWi est supërieure ou ëgale a© d � 1, car le
quotient V=Wi engendre encore LjXi . De chaque surjection �V ÿ! �Wi on dëduit une
immersion fermëe P� �Wi�,!P� �V �:

Or un ëlëment de V dë¢nit une section si de LjXi telle que dim �Z�si�� � d ÿ 1 si et
seulement si 0 6� si�Zi� 2 k�Zi�, c'est a© dire, V � P� �V � ÿSr

iÿ1 P� �Wi�.

CAS GEè NEè RAL 2.4.4. Soit Vnÿ1 l'ouvert au-dessus duquel la dimension de Znÿ1 sur
Qnÿ1 est d ÿ n� 1. Par hypothe© se de rëcurrence, le complëmentaire de Vnÿ1 dans
Qnÿ1 est un fermë de codimension au moins d ÿ �nÿ 1� � 2 � d ÿ n� 3:

On a un diagramme:

V ÿÿÿÿÿÿ! Pn � Vnÿ1 ÿÿÿÿÿÿ! Pn �Qnÿ1

d

????y d

????y
Vnÿ1 ÿÿÿÿÿÿ! Qnÿ1

ou© le morphisme d est la projection.
Soit v 2 Vnÿ1 et soit w dans ÿ1�v� � Pn �S k�v�: Alors, w 2 V si et seulement si la

section sn de LjZnÿ1 �S k�v� est telle que dim �Z �sn�� � d ÿ �nÿ 1� ÿ 1 � d ÿ n, c'est
a© dire, si w appartient au complëmentaire d'un fermë dans Pn de codimension au
moins dim �Znÿ1�v � 1 � d ÿ �nÿ 1� � 1 � d ÿ n� 2:

2.5. Reprenons les notations de 2.3 avec n � dX 1 et supposons en outre que les
¢brës L1; . . . ;Ld sont f -suf¢samment amples et que f : X ÿ!S est de Tor-dimension
¢nie. D'apre© s la proposition 2.3.1 on a un diagramme:

ZU ÿÿÿÿÿÿ! ZV ÿÿÿÿÿÿ! Z??y ??y ??y
pX

XU ÿÿÿÿÿÿ! XV ÿÿÿÿÿÿ! XP ÿÿÿÿÿÿ! X

fU
??y fV

??y fP
??y f

??y
p

U ÿÿÿÿÿÿ! V ÿÿÿÿÿÿ! P ÿÿÿÿÿÿ! S

dans lequel tous les carrës sont cartësiens.
Par dë¢nition de U et V, ZU est ¢ni et plat sur U (cf. 1.1.1) et ZV est ¢ni sur V et

d'apre© s 2.4, le complëmentaire de V dans P est de codimension 2 dans chaque ¢bre
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de p. De plus, ZV est de Tor-dimension ¢nie sur V, car dë¢ni par la suite rëgulie© re
�s1; . . . ; sd �. Soit alors Ld�1 unOX -faisceau inversible quelconque. Gr̂ace a© la prop-
osition 1.2.4, on peut dë¢nir la norme de ZV sur S du ¢brë Ld�1jZV .

2.5.1. On pose:

N � N ZV=V Ld�1jZV
� �

Avant de `descendre' N a© S, notons le lemme suivant qui sera utilisë de
nombreuses fois (quelques fois tacitement) dans la suite.

LEMME 2.5.2. SoitW un S-schëma plat et c :Wÿ!V un S-morphisme. Supposons
que la suite cÿ1�s1�; . . . ;cÿ1�sd �

ÿ �
de sections des ¢brës c��L1 
 x1�; . . . ;

c��Ld 
 xd� soit rëgulie© re sur XW . Alors le changement de base c est bon pour Z.
Dëmonstration. En effet, comme V et W sont plats au-dessus de S, on a:

Tor i
V OXV ;OW
ÿ � � Tor i

S OX ;OW� � � 0

pour tout iX 1, et la rësolution K :�s� du OXV -module OZV restant exacte apre© s
tensorisation par W, on a aussi:

Tor i
V OZV ;OW
ÿ � � 0

pour tout iX 1.
Le rësultat est alors consëquence de .1.9.1.

2.6. Soit P �Qn
i�1 Pi ÿ!p S un produit de ¢brës projectifs sur un schëma S, F un

fermë de P tel que pour tout s 2 S, on ait dim �Ps� ÿ dim �Fs�X 2:
Soient V l'ouvert complëmentaire de F dans P et xi le ¢brë canonique sur Pi pour

1W iW n:

DEè FINITION. On dit qu'un ¢brë en droitesN sur V se descend a© S a© x-torsion pre© s,
s'il existe des fonctions ri localement constantes a© valeurs dans Z; 1W iW n , un
¢brë A sur S et un isomrphisme de ¢brës sur V :

l : N �ÿ!p�A

On
i�1

xrii

 !
:

(cf. [Elk] 1.2.5).

LEMME 2.7.

(a) Quels que soient les ¢brës inversibles A et A0 sur S, on a:

HomS�A;A0� � HomP�p�A; p�A0� � HomV�p�A; p�A0�:
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(b) Si N se descend a© S a© x-torsion pre© s, les entiers ri sont uniquement dëterminës et A
est dëterminë a© isomorphisme unique pre© s par l.

(c) Supposons qu'on ait pour tout s 2 S; dim �Ps� ÿ dim �Fs�X 3: Alors tout ¢brë
inversible sur V se descend a© S a© x-torsion pre© s (cf. S.G.A. 1962, chap. 11.4.9).

THEè OREé ME 2.8. Le ¢brë N dë¢ni en 2.5.1 se descend a© S a© x-torsion pre© s.
Dëmonstration. Soit O l'ouvert de P1 �S . . .�S Pdÿ1 au-dessus duquel le fermë

des zëros des sections �s1; . . . ; sdÿ1� est de dimension relative 1:
D'apre© s le lemme 2.7.a et 2.7.c et 2.4.ii, il suf¢t de montrer que le ¢brë N se

descend a© O a© xd -torsion pre© s. Il suf¢t, donc, de dëmontrer la proposition suivante:

PROPOSITION 2.8.1. Le thëore© me est vëri¢ë si d � 1:
Preuve. On peut supposer que L2 est f -suf¢samment ample, muni d'une

prësentation �c2;V2� gr̂ace a© la multiplicativitë des normes.

2.8.2. Pour i 2 �1; 2� soit Pi � P� �Vi� le ¢brë projectif associë a© Vi. On dësigne par Oi

l'ouvert de Pi au-dessus duquel Zi est ¢ni.

On dispose d'un diagramme

O1 � O2 ÿÿÿÿÿÿ! pÿ11 �O1� ÿÿÿÿÿÿ! O1??y ??y ??y
p1

pÿ12 �O2� ÿÿÿÿÿÿ! P1 � P2 ÿÿÿÿÿÿ! P1??y p2
??y

O2 ÿÿÿÿÿÿ! P2

Au-dessus de O1 � O2 on a:

Z1 \ Z2 ÿÿÿÿÿÿ! Z1??y ??y
Z2 ÿÿÿÿÿÿ! X

On conside© re les ¢brësN 1 � N Z1=O1 L2 
 x2� � sur pÿ11 �O1� etN 2 � N Z2=O2 L1 
 x1� �
sur pÿ11 �O2� munis des sections rëgulie© res respectives N 1�s2� et N 2�s1�:

Gr̂ace a© 1.2.6 on dispose d'un isomorphisme de N 1jO1�O2 sur N 2jO1�O2 envoyant
N 1�s2� surN 2�s1�:On peut ainsi recoller les ¢brësN 1 etN 2 pour obtenir un faisceau
N au-dessus de pÿ11 �O1� [ pÿ12 �O2� qui se descend a© S a© x-torsion pre© s car le
complëmentaire de pÿ11 �O1� [ pÿ12 �O2� dans chaque ¢bre de P1 �S P2 sur S est de
codimension supërieure ou ëgale a© 4 (cf. 2.7.c). On en dëduit que N Z1=O1 L2jZ1

� �
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se descend a© S a© x1-torsion pre© s, puisque

N 1 � p�1 N Z1=O1 L2jZ1
� �� �


 xr22

pour un certain r2 2 Z:

2.9. On note provisoirement par J le faisceau inversible sur S d ont le thëore© me 2.8
af¢rme l'existence.

PROPOSITION 2.9.1. Le ¢brë J est uniquement dëterminë par les ¢brësL1; . . . ;Ld�1
sur S, c'est a© dire, ne dëpend pas du choix des S-¢brës Vi.

Plus prëcisement, appelons prësentation de L1; . . . ;Ld une famille V �
�Vi;ji�i2�1;d� ou© �Vi;ji� est une prësentation de Li. Pour toute prësentation V, on
construit un ¢brë inversible JV sur S comme ci-dessus, muni d'un isomorphisme

gV : p�JV 

Od
i�1

xrii
�ÿ!N V

(on ëcrira simplement gV : p�JV 
 x �ÿ!N V:)
Alors:

(i) Quelles que soient les prësentations V et V0, il existe un isomorphisme canonique
yV;V0 : JV �ÿ!JV0 :

(ii) Pour toute prësentation V on a: yV;V � id:
(iii) Quelles que soient les prësentations V, V0 et V00 on a: yV0;V00 � yV;V0 � yV;V00 :

Dëmonstration. (i) Considërons la prësentation W � �Wi � Vi � V 0i ;ji � j0i�: La
construction prëcëdente avec la prësentation W conduit a© un diagramme:

ZW ÿÿÿÿÿÿ! XVW ÿÿÿÿÿÿ! XPW ÿÿÿÿÿÿ! X??y ??y ??y f

VW ÿÿÿÿÿÿ! PW ÿÿÿÿÿÿ! S

ou© PW �
Qd

i�1 P�Vi � V 0i �� �
Qd

i�1 PWi :

Comme Vi est un facteur direct de Wi, il existe une immersion j : PV ,!PW et des
isomorphismes j�OPWi

�1� ' OPi �1� pour tout 1W iW d.

On en dëduit que V � jÿ1�VW�, Z � jÿ1�ZW� et d'apre© s I.2.7 un isomorphisme:

b : N �ÿ!j�NW

FIBR �ES D'INTERSECTION 235

https://doi.org/10.1023/A:1026552909918 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1026552909918


donc un isomorphisme a de JV sur JW rendant commutatif le diagramme:

gV
p�JV 
 x ÿÿÿÿÿÿ! N

p�a
1
????y b

????y
gV

p�JW 
 x ÿÿÿÿÿÿ! j�NW

On obtient de fac° on symëtrique a0 : JV0 �ÿ!JW et on prend yV0;V � a0ÿ1 � a:

(ii) Supposons V � V0 et soit A1
S � Spec OS�T � ÿ!h S la droite af¢ne sur S: A la

surjection

�W � �V � �V ÿ! �V

�x; y� ÿ!T � x� �1ÿ T � � y
correspond une immersion

jT : PV � A1
S ÿ!PW � A1

S

telle que j1 � j, j0 � j0 (on conserve les notations de (i)) On en dëduit un
isomorphisme aT : h�JV0 ÿ!� h�JW tel que a1 � a et a0 � a0: Comme aT est
nëcessairement indëpendant de T , ie, provient de S, on a yV ;V � Id:

(iii) Aux inclusions canoniques de V, (respectivement V0, respectivement V00) dans
O � V� V0 � V00 correspondent des isomorphismes

b : JV �ÿ! JO
b0 : JV0 �ÿ! JO
b00 : JV00 �ÿ! JO

et on vëri¢e aisëment que l'on a yV;V0 � b
0 ÿ1 � b, yV0;V00 � b

00 ÿ1 � b0 et yV;V00 �
b
00 ÿ1 � b, d'ou© le rësultat.

DEè FINITION 2.9.2. Avec les hypothe© ses et les notations de 2.8, on appelle faisceau
d'intersection des faisceaux L1; . . . ;Ld�1 relativement a© S le faisceau J dë¢ni dans
2.8. On le notera IX=S �L1; . . . ;Ld�1�:

Lorsque d � 0 on posera simplement IX=S �L1� � N X=S �L1�:

3. Propriëtës du faisceau d'intersection

Dans cette partie nous ëtudions les propriëtës des ¢brës d'intersection et dë¢nissons
de nombreux isomorphismes `canoniques' mettant en jeu ces ¢brës. Nous les con-
struisons le plus souvent en revenant a© la dë¢nition du faisceau d'intersection, donc
apre© s avoir choisi des prësentations. On devrait ensuite vëri¢er que les
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isomorphismes construits sont indëpendants de ce choix, c'est a© dire, qu'ils commu-
tent aux yV;V0 de 2.9.1. Eè tant donnëe la dë¢nition de yV;V0 , il suf¢t de vëri¢er qu'ils
commutent aux aV introduits dans la dëmonstration de loc:cit: En gënëral cette
vëri¢cation (purement formelle) est omise.

3.1. CHANGEMENTS DE BASE

La formation du faisceau d'intersection IX=S �L1; . . . ;Ld�1� commute aux
changements de base j : S0 ÿ!S bons pour f dans le sens de 1.1.7.

Cela rësulte de 2.4.1.i.

3.2. RESTRICTION Aé DES DIVISEURS. TRIVIALISATIONS LOCALES

On reprend les notations de 2 et la construction de IX=S.

DEè FINITION 3.2.1. Soient nW d un entier, F 1; . . . ;F n des faisceaux inversibles sur
X , et pour tout i 2 �1; n� soit fi une section de F i. On dit que la suite de sections
�f1; . . . ; fn� est tre© s rëgulie© re si elle est rëgulie© re et si le fermë qu'elle dë¢nit est
purement de dimension relative d ÿ n sur S

Soit alors H � fi1; . . . ; ing un sous-ensemble de �1; d� et pour tout h 2 H soit lh une
section de Lh, de telle sorte que la suite de sections �li1 ; . . . ; lin � soit tre© s rëgulie© re.
On note Y le fermë qu'elle dë¢nit et J � f j1; . . . ; jk le complëmentaire de H dans
�1; d�. On se propose de construire un isomorphisme de IX=S L1; . . . ;Ld�1� � sur
IY=S Lj1 ; . . . ;Ljk ;Ld�1

ÿ �
:

Quitte a© remplacer Vh par Vh �Os, on peut supposer que pour tout h 2 H la sec-
tion lh se rele© ve en une section vh de Vh engendrant un sous¢brë en droites de
Vh. On dispose alors d'un S-morphisme �vh : Sÿ!Ph et d'un isomorphisme
�v�h�xh� � OS (cf. II.1.2).
Si on note Q le produit Pj1 �S . . .�S Pjk on en dëduit une inmersion j : Qÿ!P:
Le fermë Z0 de YQ dë¢ni par les sections sj1 ; . . . ; sjk

ÿ �
est ëgal a© Z �P Q et l'ouvert

V0 � jÿ1�V� de Q est celui au-dessus duquel Z0 est ¢ni. De plus, le morphisme
j : V0 ÿ!V est un bon changement de base pour Zÿ!S d'aprës 2.5.2. On en dëduit
un isomorphisme

j� N Z=V Ld�1jZ
ÿ �ÿ � �ÿ!N Z0=V0 Ld�1jZ0

ÿ �
tel que si s est une section locale rëgulie© re de Ld�1jZ , l'image de j� N Z=V�s�

ÿ �
soit

N Z0=V0 s0� � et donc un isomorphisme:

3.2.2. r : IX=S L1; . . . ;Ld�1� � �ÿ! IY=S Lj1 ; . . . ;Ljk ;Ld�1
ÿ �

:
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3.2.3. Si n � d on obtient

r : IX=S L1; . . . ;Ld�1� � �ÿ!N Y=S Ld�1� �:

DEè FINITION 3.2.4. Si �l1; . . . ; ld� est une suite tre© s rëgulie© re de sections de
L1; . . . ;Ld� � dë¢nissant le fermë Y de X et si ld�1 est une section rëgulie© re
(respectivement partout non nulle) de Ld�1jY on dira que la suite �l1; . . . ; ld ; ld�1�
est tre© s rëgulie© re (respectivement trivialisante).

Remarque 3.2.5. Si ld�1 est une section de Ld�1 sur X on dira que �l1; . . . ; ld ; ld�1�
est tre© s rëgulie© re si �l1; . . . ; ld ; ld�1jY � l'est.

On notera toutefois que, a© la diffërence de celle introduite en 3.2.2, cette notion
dëpend de l'ordre des termes meª me lorsque Ld�1 est f -suf¢samment ample.

PROPOSITION^DEè FINITION 3.2.6. Soit �l1; . . . ; ld ; ld�1� une suite tre© s rëgulie© re
(respectivement trivialisante); alors la section rÿ1 N Y=S ld�1� �ÿ �

de
IX=S L1; . . . ;Ld�1� � est une section rëgulie© re (respectivement une trivialisation),
indëpendante des prësentations et commutant aux changements de base plats. On
la notera < l1; . . . ; ld�1 >.

Preuve. On proce© de comme en 2.5.

Remarque 3.2.7. Si �Yi�i2�1;N� est une famille ¢nie de sous-schëmas fermës non vides
de X , de Tor-dimension ¢nie, purement equidimensionels de dimensions relatives
respectives di et si L est un ¢brë en droites f -suf¢samment ample sur X , alors,
localement pour la topologie ëtale sur S (et meª me Zariski si les corps rësiduels
de S sont in¢nis) il existe une section l de L dont la restriction a© chaque Yi est tre© s
rëgulie© re (rëgulie© re et si l'on veut partout non nulle lorsque di � 0 ). En particulier,
il existe des suites de sections locales trivialisantes de L1; . . . ;Ld�1� �: Si Ld�1 est
f -suf¢samment ample, on peut trouver (localement sur S) des suites de sections
globales �l1; . . . ; ld�1�, trivialisantes (et meª me telles que toute suite extraite soit tre© s
rëgulie© re.

3.2.8. On peut dëduire de 3.2.2 l'ënoncë suivant:

THEè OREé ME. Soient H � fi1; . . . ; ing � �1; d�; J � fj1; . . . ; jkg son complëmentaire
dans �1; d � 1�, �li1 ; . . . ; lin � une suite tre© s rëgulie© re de sections de Li1 ; . . . ;Lin

ÿ �
dë¢nissant le fermë Y. Alors il existe un isomorphisme

�:::li1 ; . . . ; lin � : IX=S L1; . . . ;Ld�1� � �ÿ!IY=S Lj1 ; . . . ;Ljk
ÿ �

commutant aux changements de base plats et vëri¢ant la condition suivante:
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Si �lj1 ; . . . ; ljkÿ1 � est une suite de sections de Lj1 ; . . . ;Ljkÿ1
ÿ �

dont la restriction a© Y est
tre© s rëgulie© re, dë¢nissant le fermë Z de Y, et ld�1 une section rëgulie© re de Ld�1jZ on a

�. . . ; li1 ; . . . ; lin . . .� < . . . ; l1; . . . ; ld�1 > � < lj1 ; . . . ; ljkÿ1 ; . . . ; ld�1 >

3.3. ADDITIVITEè

THEè OREé ME. Soient i 2 �1; d � 1� et L1i et L2i des faisceaux inversibles f :s.a. sur X,
Li � L1i 
 L2i . Il existe un isomorphisme

Si : IX=S�L1; . . . ;L1i ; . . . ;Ld�1� 
 IX=S�L1; . . . ;L2i ; . . . ;Ld�1� ÿ!�

ÿ!� IX=S�L1; . . . ;Li; . . . ;Ld�1�

commutant aux bons changements de base et tel que pour toute suite tre© s rëgulie© re
�l1; . . . ; li; . . . ; ld�1� avec li � l1i 
 l2i on ait:

Si < l1; . . . ; l1i ; . . . ; ld�1 > 
 < l1; . . . ; l2i ; . . . ; ld�1 >
ÿ � �< l1; . . . ; li; . . . ; ld�1 >

Il rësulte notamment de cette formule l'associativitë de Si et la commutativitë de
Si avec Sj; �i 6� j; Li � L1i 
 L2i ; Lj � L1j 
 L2j �:

Dëmonstration. Si i � d � 1, l'isomorphisme Sd�1 rësulte de l'additivitë des
normes.

Supposons i 2 �1; d� et soit �Vj
i ;j

j
i� une prësentation de Lji; j � 1; 2: On dë¢nit

comme avant P1
i � P� �V 1

i �; P2
i � P� �V 2

i �; xi, x1i , x2i , si; s1i ; s2i ; et on pose:
Ph � P1 �S . . .�S Ph

i �S . . .�S Pd pour 1W hW 2:
On choisit Vi � V1

i 
OS V
2
i de telle fac° on qu'on ait une immersion

j : P1
i �S P2

i ,!Pi , ou© Pi � P� �Vi�, avec j�xi � x1i 
 x2i :
On note aussi par j l'immersion de Q � P1 �S . . .P1

i �S P2
i �S . . .�S Pd dans

P � P1 �S . . .Pi �S . . .�S Pd , et par ph : Qÿ!Ph la projection.
Soit V (respectivement V1, resp. V2 ) l'ouvert de P (respectivement P1 , resp. P2 )

au-dessus duquel Z �s1; . . . ; si; . . . ; sd�; (resp. Z �s1; . . . ; s1i ; . . . ; sd�; resp.
Z �s1; . . . ; s2i ; . . . ; sd� ) est ¢ni.

On a dans Q: jÿ1�V� � pÿ11 �V1� \ pÿ12 �V2� : Notons par W l'ouvert jÿ1�V�,
Z1 � Z �s1; . . . ; s1i ; . . . ; sd� et Z2 � Z�s1; . . . ; s2i ; . . . ; sd�.

Au-dessus de XW on a:

Li 
 xi � L1i 
 x1i 
 L2i 
 x2i

et

si � s1i 
 s2i :

On conside© re le fermëY deXW dë¢ni par les zëros des sections �s1; . . . ; ŝi; . . . ; sd�
et on dësigne encore par Z, Z1 et Z2 les fermës de XW images rëciproques des fermës
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Z � XV , Z1 � XV1 et Z
2 � XV2 : Alors, les fermës Z, Z1 et Z2 sont des diviseurs de Y

et on a: Z � Z1 � Z2:

L'idëal dë¢nissant Z1 dans Z est un OZ2 -module inversible. On en dëduit alors
aisement qu'il existe un isomorphisme

b : N Z=W�Ld�1� �ÿ!N Z1=W�Ld�1jZ1 � 
 N Z2=W�Ld�1jZ2 �

tel que si l est une section locale non nulle de Ld�1 on ait

b N Z=W�l�
ÿ � � N Z1=W�l� 
 N Z2=W�l�:

Le thëore© me en rësulte.

3.4. ISOMORPHISMES DE SYMEè TRIE

3.4.1. Symëtrie de IX=S �L1; . . . ;Ld�1� par rapport aux d premiers termes
Les notations sont celles de la proposition 3.2.6. Soit r une permutation de �1; d� .

PROPOSITION. Il existe un isomorphisme:

jr : IX=S L1; . . . ;Ld ;Ld�1� � �ÿ!IX=S Lr�1�; . . . ;Lr�d�;Ld�1
ÿ �

commutant aux bons changements de base et tel que pour toute suite tre© s rëgulie© re
�l1; . . . ; ld�1� on ait jr < l1; . . . ; ld�1 >�< lr�1�; . . . ; lr�d�; ld�1 > :

Preuve. L'existence de l'isomorphisme de symëtrie jr rësulte de fac° on ëvidente de
la construction faite ([Elk], 2.1).

3.4.2. Extension des isomorphismes de symëtrie
On suppose que les d � 1 ¢brës L1; . . . ;Ld�1 sont f -suf¢samment amples.

THEè OREé ME. Soit t une permutation de �1; d � 1�. Il existe un isomorphisme:

jt : IX=S L1; . . . ;Ld�1� � �ÿ!IX=S Lt�1�; . . . ;Lt�d�1�
ÿ �

tel que pour tout S-schëma T ÿ!S qui soit un bon changement de base pour f dans le
sens de 1.1.7, et pour toute suite l1; . . . ; ld�1� � de sections de L1; . . . ;Ld�1 sur X �S T,
telle que l1; . . . ; ld�1� � et h lt�1�; . . . ; lt�d�1� i soient tre© s rëgulie© res (cf. 3.2.5.
Remarque) on ait:

jt hl1; . . . ; ld�1i� � � h lt�1�; . . . ; lt�d�1� i:

Dëmonstration. 3.4.3 Dans le cas ou© t �d � 1� � d � 1, l'isomorphisme t a ëtë
dë¢ni dans 3.4.1. Il suff¢t donc de montrer son existence lorsque t est la
transposition �d; d � 1�:
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3.4.4. Il suf¢t de traiter le cas d � 1. En effet, soit f : X ÿ!S un morphisme projectif
de Tor-dimension ¢nie purement de dimension d de schëmas noethëriens. On con-
side© re sur X d � 1 faisceaux inversibles f -suf¢samment amples L1; . . . ;Ld ;Ld�1.

Pour chaque i 2 �1; d� soit Vi un S-¢brë engendrant Li, Pi � P� �Vi�, pi : Pi ÿ!S la
projection, xi le ¢brë canonique sur Pi; si la section marquëe de Li 
 xi sur XPi .

SoientQ le ¢brë produitQ � P1 �S . . .�S Pdÿ1ÿ!S; Y le fermë deXQ dë¢ni par
les zëros des sections s1; . . . ; sd et O l'ouvert de Q au-dessus duquel Y est de
dimension relative 1.

Si on a traitë le cas d � 1, on dispose alors d'un isomorphisme canonique:

IY=O Ld ;Ld�1� � �ÿ!IY=O Ld�1;Ld� �

Comme le fermë complëmentaire de O dans Q est de codimension supërieure ou
ëgale a© 2 dans chaque ¢bre du morphisme structural Qÿ!S, (d'apre© s 2.4.1.ii)
on en dëduit, compte tenu de 2.7.a, un isomorphisme canonique de
IX=S L1; . . . ;Ld ;Ld�1� � sur IX=S L1; . . . ;Ldÿ1;Ld�1;Ld� �: On se rame© ne donc au cas
ou© f : X ÿ!S est un morphisme purement de dimension 1.

3.4.5. Considërons alors comme en 2.8.2 L1;L2 deux OX -faisceaux inversibles f .s.a.
et reprenons les notations de loc: cit: Soit p : Q � P1 � P2ÿ!S la projection. On
a construit un ¢brë N sur O1 [ O2 en recollant N 1 � p�IX=S L1;L2� � 
 xr11 
 xr22 ;
donnë sur O1; et N 2 � p�IX=S L1;L2� � 
 xr11 
 xr22 ; donnë sur O2; via un
isomorphime de ces deux ¢brës sur O1 \ O2 envoyant N�s2� sur N�s1�:

On dëduit de 2.7

N � p�IX=S L1;L2� � 
 xr11 
 xr22 � p�IX=S L2;L1� � 
 xr11 
 xr22

et un isomorphisme de symëtrie sur S,

jt : IX=S L1;L2� � �ÿ!IX=S L2;L1� �:

Si l1 et l2 sont des sections de L1 et L2 telles que �l1; l2� et �l2; l1� sont tre© s rëgulie© res, on
dispose d'une immersion j : Sÿ!Q dont l'image est contenue dans O1 � O2 et les
sections rëgulie© res hl1; l2i et hl2; l1i de IX=S L1;L2� � et IX=S L2;L1� � sont respectivement
ëgales a© j�N �s2� et j�N �s1�; d'ou© le rësultat.

4. Le ¢brë d'intersection de faisceaux inversibles quelconques

Dans ce paragraphe nous ëtendons la dë¢nition du faisceau d'intersection donnëe
dans le chapitre 2 au cas des ¢brës inversibles quelconques sur X . On utilisera
notamment les isomorphismes d'additivitë dë¢nis dans 3.2 et les trivialisations
locales construites dans 3.5.
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4.1. Soit encore f : X ÿ!S un morphisme projectif de Tor-dimension ¢nie purement
de dimension d de schëmas noethëriens. Soit �L1; . . . ;Ld�1� une suite de faisceaux
inversibles quelconques sur X .

Pour tout 1W iW d � 1 on conside© re des faisceaux inversibles f -suf¢samment
amples sur X , Li;0 et Li;1, et des isomorphismes Li � Li;0 
 Lÿ1i;1 .

Soit E l'ensemble des applications de f1; 2; . . . ; d � 1g dans f0; 1g. Pour h 2 E on
pose Eh �

Qd�1
i�1 �ÿ1�h�i�.

PROPOSITION 4.1.1. Le ¢brë
N

h2E IX=S �L1;h�1�; . . . ;Ld�1;h�d�1��Eh est dë¢ni a©
isomorphisme unique pre© s par la suite de faisceaux inversibles �L1; . . . ;Ld�1�.

Dëmonstration. C'est une consëquence directe de l'existence des isomorphismes
d'additivitë Si dë¢nis dans 3.4 et de la commutativitë des Si et Sj:

DEè FINITION 4.1.2. On appelle faisceau d'intersection des OX -¢brës inversibles
L1; . . . ;Ld�1 le faisceau:

IX=S �L1; . . . ;Ld�1� �
O
h2E

IX=S �L1;h1 ; . . . ;Ld�1;hd�1 �
ÿ �Eh :

4.2. TRIVIALISATIONS LOCALES. SYMEè TRIE. ADDITIVITEè

4.2.1. Les notations sont celles de 4.1. Supposons que pour tout i 2 �1; d � 1� et pour
tout j 2 �0; 1� il existe une section li;j de Li;j de telle sorte que pour tout h 2 E, la suite
�l1;h�1� ; . . . ; ld�1;h�d�1� � soit tre© s rëgulie© re (respectivement trivialisante). Alors la sectionN

h2E h l1;h�d�1� ; . . . ; ld�1;h�d�1� iEh est une section rëgulie© re mëromorphe (respective-
ment une trivialisation) de IX=S �L1; . . . ;Ld�1�

4.2.2. Il rësulte des formules d'additivitë que la section mëromorpheN
h2E h l1;h1 ; . . . ; ld�1;hd�1 iEh ne dëpend que des sections mëromorphes

li � li;0 
 lÿ1i;1 de Li pour 1W iW d � 1:
Dans la suite on notera par hl1; . . . ; ld�1i cette section.

DEè FINITION 4.2.3. On dira qu'une telle suite de sections l1; . . . ; ld�1� � est une suite
amplement rëgulie© re de sections mëromorphes.

Remarque 4.2.4. Localement pour la topologie ëtale sur S (et meª me pour la
topologie de Zariski si les corps rësiduels de S sont in¢nis) il existe des suites de
sections amplement rëgulie© res dë¢nissant des trivialisations du ¢brë d'intersection.

Remarque 4.2.5. Si les faisceaux L1; . . . ;Ld�1 sont f -s.a. et si �l1; . . . ; ld�1� est une
suite tre© s rëgulie© re de sections, il est clair que c'est une suite amplement rëgulie© re.
(On peut prendre simplement Li;0 � L
2i ; li;0 � l
2i et la dë¢nition de
hl1; . . . ; ld�1i coincide alors avec celle introduite en 3.2.
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THEè OREé ME 4.2.6. Soient i 2 �1; d � 1� et L1i ; L2i des faisceaux inversibles
quelconques sur X. Soit Li � L1i 
 L2i . Il existe un isomorphisme d'additivitë (qu'on
appellera encore Si) commutant aux bons changements de base:

Si : IX=S �L1; . . . ;L1i ; . . . ;Ld�1� 
 IX=S �L1; . . . ;L2i ; . . . ;Ld�1� �ÿ!
�ÿ! IX=S �L1; . . . ;Li; . . . ;Ld�1�

tel qu'on ait:

Si �l1; . . . ; l1i ; . . . ; ld�1� et �l1; . . . ; l2i ; . . . ; ld�1� sont amplement rëgulie© res,

Si hl1; . . . ; l1i ; . . . ; ld�1i 
 hl1; . . . ; l2i ; . . . ; ld�1i
ÿ � � hl1; . . . ; l1i 
 l2i ; . . . ; ld�1i

Preuve. On les dëduit immëdiatement du cas f -s.a. et ils co|« ncident avec les
isomorphismes d'additivitë dë¢nis dans ce cas. Et on obtient de meª me:

THEè OREé ME 4.2.7. Soit t une permutation de f1; 2; . . . ; d � 1g. Il existe un
isomorphisme commutant aux bons changements de base:

jt : IX=S �L1; . . . ;Ld�1� �ÿ! IX=S �Lt�1�; . . . ;Lt�d�1��
ayant la propriëtë suivante: Si les sections li;j (les notations sont celles de 4.2.1)
vëri¢ent que pour tout h 2 H; �l1;h�1�; . . . ; ld�1;h�d�1�� et �lt�1�;h�t�1��; . . . ;

lt�d�1�;h�t�d�1��� sont amplement rëgulie© res, alors

jt hl1; . . . ; ld�1i� � � hlt�1� . . . lt�d�1� i

4.3. RESTRICTION Aé UN DIVISEUR

PROPOSITION 4.3.1. Soit i 2 �1; d� et soit li une section tre© s rëgulie© re de Li (au sens
de 3.2.1.) dë¢nissant le diviseur Y.

Il existe un isomorphisme commutant aux changements de base plats:

�. . . li . . .� : IX=S �L1; . . . ;Ld�1� �ÿ! IY=S �L1jY ; . . . ; L̂i; . . . ;Ld�1jY �
tel qu'on ait:

Si li s'inse© re dans une suite amplement rëgulie© re �l1; . . . ; li; . . . ; ld�1� , on a:

�. . . li . . .� hl1; . . . ; ld�1i � hl1jY ; . . . ; l̂ijY ; . . . ; ld�1jY i:

Dëmonstration. Par symëtrie on peut supposer i � d et par additivitë, Lj
f -suf¢samment ample pour tout j 6� d.

On conside© re deux faisceaux inversibles f :s.a. sur X Ld;1 et Ld;2 tels que
Ld � Ld;1 
 Lÿ1d;2. Soit Vd;1 (respectivement Vd;2 ) un ¢brë sur S engendrant Ld;1
(respectivement Ld;2 ). On dësigne par sd;1 (respectivement sd;2) la section marquëe
de Ld;1 
 xd;1 (resp. Ld;2 
 xd;2).
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Remplac° ons Vd;1 par Vd;1 � Vd;2 et jd;1 par j0d;1 � jd;1 � ld 
 jd;2. L'application
l ! l 
 ld de Ld;2 dans Ld;1 se rele© ve dans un homomorphisme injectif scindë
Vd;2! Vd;1. On a alors une immersion j : Pd;2ÿ!Pd;1:

On pose Q � P1 �S . . .�S Pdÿ1, Q1 � Q�S Pd;1 et Q2 � Q�S Pd;2:

On dëduit de j une immersion (qu'on dësigne encore par j):

j : Q2ÿ!Q1:

Soient T le fermë de XQ dë¢ni par les sections �s1; . . . ; sdÿ1� dans XQ. Pour
i � 1; 2, on note Ti � T �Q Qi, Zi le diviseur de Ti dë¢ni par la section sd;i,
Z � Z1 �Q1

Q2: Par dë¢nition de j, Z est dë¢ni dans T2 par la section ld 
 sd;2
de Ld 
 Ld;2.

D'apre© s la remarque 2.3.3, T et T2 sont plats au-dessus de X et ld est une section
rëgulie© re de Ld sur T2 dë¢nissant le diviseur ZY , qui est aussi le fermë de YQ dë¢ni
par les sections �s1; . . . ; sdÿ1�:

On dësigne par V2 l'ouvert deQ2 au-dessus duquel Z2 et ZY sont ¢nis. Il rësulte de
ce qui prëce© de que Q2 ÿ V2 est de codimension supërieure ou ëgale a© 2 dans chaque
¢bre de Qÿ!S et que d'apre© s le lemme 2.5.2 le changement de base j : V2ÿ!V1
est bon pour Z1 ( V1 est l'ouvert au-dessus duquel Z1 est ¢ni) et on a dans T2 l'ëgalitë
des diviseurs Z � Z2 � ZY :

La situation est analogue a© celle de 3.2 et on obtient comme dans loc: cit: un
isomorphisme

E : IX=S �L1; . . . ;Ldÿ1;Ld;1;Ld�1� �ÿ!
!� IX=S �L1; . . . ;Ldÿ1;Ld;2;Ld�1� 
 IY=S �L1; . . . ;Ldÿ1;Ld�1�:

Pour vëri¢er que cet isomorphisme ne dëpend pas du choix d'une prësentation
V � �Vi�iW d ;Vd;1;Vd;2

� �
on proce© de comme en 3.2, i.e., on suppose qu'on a une

autre prësentation W � �Wi�iW d ;Wd;1;Wd;2

� �
telle que chaque Vi soit localement

facteur direct de Wj et on utilise la commutativitë du diagramme:

Q2;V ÿÿÿÿÿÿ! Q1;V??y ??y
Q2;W ÿÿÿÿÿÿ! Q1;W

Supposons en outre que pour tout iW d le ¢brë Li est muni d'une section li, que
Ld;2 est muni d'une section ld;2 provenant de Vd;2 et Ld;1 est muni d'une section
ld;1 de telle sorte que les suites l1; . . . ; ld;1; ld�1

ÿ �
et l1; . . . ; ld;2; ld�1
ÿ �

sont tre© s
rëgulie© res. Il rësulte alors de l'additivitë des normes que l'isomorphisme E envoie
l1; . . . ; ld;1; ld�1
ÿ �

sur l1; . . . ; ld;2; ld�1
ÿ �

: L'assertion en est consëquence.

DEè FINITION 4.3.2. Soient 1W kW d � 1 un entier et �l1; . . . ; lk� une suite de sec-
tions des faisceaux L1; . . . ;Lk. Si kW d, on dit que la suite est fortement rëgulie© re
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si pour tout iW k la restriction de li au fermë dë¢ni par �l1; . . . ; liÿ1� est tre© s rëgulie© re.
Si k � d � 1, on dit que la suite est fortement rëgulie© re si �l1; . . . ; ld� l'est et si la
restriction de ld�1 au fermë dë¢ni par �l1; . . . ; ld� est rëgulie© re.

Remarque. Soient kW d et �l1; . . . ; lk� fortement rëgulie© re dë¢nissant un fermë Y .
On obtient en iterant l'isomorphisme de 4.3.1 un isomorphisme

�l1; . . . ; lk; . . .� : IX=S�L1; . . . ;Ld�1� �ÿ! IY=S�Lk�1; . . . ;Ld�1�

Si k � d � 1 et si �l1; . . . ; ld�1� est fortement rëgulie© re, la section hl1; . . . ; ld�1i est
une section rëgulie© re de IX=S�L1; . . . ;Ld�1� ëgale a© �l1; . . . ; ld �ÿ1N Y=S�ld�1jY � ou© Y
est le fermë dë¢ni par �l1; . . . ; ld � .

5. Formules de projection. invariance birationnelle

Dans ce paragraphe nous effectuons quelques calculs sur les ¢brës d'intersection.
Nous utilisons la notion de degrë d'intersection de d ¢brës en droites sur un schëma
purement de dimension d introduite dans 1.1.6.1 et nous rappelons quelques
propriëtës du degrë d'intersection.

La proposition 5.2.1 dëtermine la valeur des entiers ri introduits avec la dë¢nition
du ¢brë d'intersection en 2.8. Dans 5.2 nous ëtablissons une `formule de projection'.
Le thëore© me 5.3 dëmontre l'invariance du ¢brë d'intersection par transformation
birationnelle et dans le paragraphe 5.4 est donnëe la dë¢nition de la hauteur d'une
variëtë arithmëtique par rapport a© un ¢brë ample mëtrisë.

5.1. SUR LE DEGREè D'INTERSECTION

Soit f : X ÿ!S un morphisme projectif de Tor-dimension ¢nie purement de
dimension d de schëmas noethëriens avec S connexe.

PROPOSITION 5.1.1.

(a) L'application dX=S : Pic�X �d ÿ!Z est d-linëaire.
(b) Si L1; . . . ;Ld sont des faisceaux inversibles sur X et li est une section tre© s rëgulie© re

de Li dë¢nissant le diviseur Y on a :

dX=S�L1; . . . ;Ld � � dY=S�L1jY ; . . . ; L̂i; . . . ;LdjY �:

Si d � 1, le second membre reprësente le rang deOY surOS (ici on conside© re le rang
au sens de 1.1.5.)

Preuve. La dëmonstration de cette proposition est exactement la meª me que pour le
cas ou© f : X ÿ!S est Cohen-Macaulay, traitë dans [Elk], IV.1.2.

Remarque 5.1.2. Le degrë dX=S commute aux bons changements de base.
5.1.3. Considërons deux morphismes h : X ÿ!X 0 et g : X 0 ÿ!S projectifs de
Tor-dimension ¢nie purement de dimension d et d 0 respectivement de schëmas con-
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nexes. Soient encore L1; . . . ;Ld (respectivement M1; . . . ;Md 0 ) des faisceaux
inversibles sur X (respectivement sur X 0 ). On a:

dX=S�h�L1; . . . ; h�Ld 0 ;M1; . . . ;Md� � dX 0=S�M1; . . . ;Md 0 � � dX=X 0 �L1; . . . ;Ld �:

5.2. FORMULES DE PROJECTION

Dans ce paragraphe on conside© re, comme dans le chapitre 4, un morphisme
f : X ÿ!S projectif de Tor-dimension ¢nie purement de dimension d de schëmas

noethëriens. Soit �L1; . . . ;Ld�1� une suite de ¢brës en droites quelconques sur X .
Les isomorphismes construits ci-dessous commutent aux bons changements de

base.

PROPOSITION 5.2.1.a. Supposons que pour un certain i 2 �1; d � 1� le faisceau Li
soit l'image inverse d'un faisceau L sur S:Alors il existe un isomorphisme commutant
aux bons changements de base:

y : IX=S�L1; . . . ;Ld�1� �ÿ!Ldi

ou© di � dX=S�L1; . . . ; L̂i; . . . ;Ld�1� et tel que l'on ait:
Si �l1; . . . ; ld�1� est une suite de sections amplement rëgulie© re avec l section non nulle

de L sur S et li � f �l,

y � hl1; . . . ; ld�1i � � ldi :

Dëmonstration.On peut supposer que i � d � 1 par symëtrie et queLj est f.s.a. et lj
holomorphe pour jW d par additivitë. La proposition rësulte alors de la construction
de base (cf. 2.8), car le degrë (au sens de 1.1.6.1) de Z�s1; . . . ; sd� sur l'ouvert V
au-dessus duquel Z�s1; . . . ; sd� est ¢ni est ëgal a© dXP=P

�L1 
 x1; . . . ;Ld 
 xd �, donc
ëgal a© di, puisque xi provient de P:

Remarque 5.2.1.b. Sous les hypothe© ses prëcëdentes, le ¢brë IX=S �L1; . . . ;Ld�1� est
donc canoniquement trivialisë si d � 0, par exemple s'il existe un second indice j tel
que Lj provienne de S.

Remarque 5.2.1.c. Reprenons la construction de base (2.8) et ses notations. On a
un isomorphisme:

hs1; . . . ; sd ; �i : IXV=V �L1 
 x1; . . . ;Ld 
 xd ;Ld�1� �ÿ!N :

D'apre© s ce qui prëce© de il existe un isomorphisme:

IXV=V �L1 
 x1; . . . ;Ld 
 xd ;Ld�1� �ÿ! p� IX=S �L1; . . . ;Ld� 

Od
i�1

xdii

 !
:
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Donc les entiers ri introduits dans 2.6 sont ëgaux aux di.

PROPOSITION 5.2.2. Soit S0 ÿ!p S un S-schëma ¢ni et de Tor-dimension ¢nie et
supposons que f se factorise en : X ÿ!f

0
S0 ÿ!p S avec f 0 projectif de Tor-dimension

¢nie. Alors il existe un isomorphisme canonique :

y : IX=S �L1; . . . ;Ld�1� �ÿ!N S0=S IX=S0 �L1; . . . ;Ld�1�
ÿ �

tel que pour toute suite amplement rëgulie© re l1; . . . ; ld�1� � on ait:

y hl1; . . . ; ld�1i� � � N S0=S hl1; . . . ; ld�1i:

Dëmonstration. On peut supposer que Li est f -suf¢samment ample pour tout
1W iW d. On conside© re alors un S-¢brë Vi engendrant Li et on pose
V 0i � Vi 
OS OS0 pour tout 1W iW d.

Alors P0 � Qd
i�1 P� �V 0i � est ëgal a©

Qd
i�1 P� �Vi� �S S0, et l'ouvert de P0 au-dessus

duquel Z�s1; . . . ; sd � est ¢ni contient V �P P0: Posons alors V0 � V �P P0. L'ënoncë
rësulte alors de I.2.9, avec S et S0 de loc.cit. remplacës par V et V0.

5.2.3. Soit g : X 0 ÿ!X un morphisme projectif de Tor-dimension ¢nie, purement de
dimension d 0 de schëmas noethëriens. On utilisera le lemme ëlementaire suivant:

LEMME 5.2.3.a. Si �l1; . . . ; ld � est une suite rëgulie© re de sections de OX-faisceaux
inversibles dë¢nissant le fermë Y de X, telle que la suite �g�l1; . . . ; g�ld� soit rëgulie© re,
alors le changement de base Y ÿ!X est bon pour g.

Dëmonstration. Le complexe de Koszul K��l1; . . . ; ld� est une rësolution du
OX -module OY et g�K��l1; . . . ; ld� est une rësolution du OX 0-module OX 0 
OX OY

donc ToriOX
�OX 0 ;OY � � 0 pour tout iX 1.

PROPOSITION 5.2.3.b. Pour toute suite �L1; . . . ;Ld� de faisceaux inversibles sur X,
et toute suite �M1; . . . ;Md�d 0�1� de faisceaux inversibles sur X 0 avecMi � g�Li pour
tout iW d, il existe un isomorphisme commutant aux changements de base plats et aux
isomorphismes d'additivitë:

C : IX 0=S�M1; . . . ;Md�d 0�1� �ÿ! IX=S �L1; . . . ;Ld ; IX 0=X Md�1; . . . ;Md�d 0�1�� �

vëri¢ant la propriëtë suivante:
Si �l1; . . . ; ld � est une suite fortement rëgulie© re de sections de �L1; . . . ;Ld �

dë¢nissant le fermë Y de X, et si la suite �g�l1; . . . ; g�ld� est fortement rëgulie© re
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dë¢nissant Y 0 dans X 0, le diagramme suivant est commutatif:

c

IX 0=S�Md�1; . . . ;Md�d 0�1� ÿÿÿÿÿÿ! IX=S�L1; . . . ;Ld ; IX 0=X �Md�1; . . . ;Md�d 0�1��

�g�l1;...;g�ld �
????y �l1;...;ld �

????y
Y

IY 0=S�Md�1; . . . ;Md�d 0�1� ÿÿÿÿÿÿ! N Y=S�IY 0=Y �Md�1; . . . ;Md�d 0�1��

ou© Y est l'isomorphisme dë¢ni en 5.2.2.
Dëmonstration. On peut supposer que les faisceaux Li sont f -suf¢samment

amples.
Soient pour i 2 �1; d� , un ¢brë Vi sur S engendrant Li, si la section marquëe de
Li 
 xi sur X �S P� �Vi�, P �

Qd
i�1 P� �Vi� , et V l'ouvert de P au-dessus duquel le fermë

Z des zëros des sections �s1; . . . ; sd� est ¢ni.
On pose Z0 � X 0 �X Z et on conside© re le diagramme:

Z0 ÿÿÿÿÿÿ! X 0V ÿÿÿÿÿÿ! X 0P ÿÿÿÿÿÿ! X 0??y ??y ??ygP ??yg
Z ÿÿÿÿÿÿ! XV ÿÿÿÿÿÿ! XP ÿÿÿÿÿÿ! X??y ??y ??y f

V ÿÿÿÿÿÿ! P ÿÿÿÿÿÿ! S

Il existe des entiers ri pour lesquels on a sur V:
IX 0=S �M1; . . . ;Md�d 0�1� 


Nd
i�1 x

ri
i

� �
' IX 0V=V �g�L1 
 x1; . . . ; g�Ld 
 xd ;Md�1; . . . ;Md�d 0�1�

Puisqu'on conside© re des sections universelles, en vertu de 4.3.1 on dëduit un
isomorphisme du ¢brë prëcëdent avec:

' IZ0=V �Md�1; . . . ;Md�d 0�1�
D'apre© s le lemme ci-dessus et 2.3.3, le morphisme Zÿ!XP est un bon changement

de base pour gP : X 0Pÿ!XP et il existe un isomorphisme:

Y : IZ0=V �Md�1; . . . ;Md�d 0�1� �ÿ!N Z=V IZ0=Z�Md�1; . . . ;Md�d 0�1�
ÿ �

' N Z=V IX 0=X �Md�1; . . . ;Md�d 0�1�
ÿ ��ÿ3pt

' IX=S L1; . . . ;Ld ; IX 0=X �Md�1; . . . ;Md�d 0�1�
ÿ �
 Od

i�1
xrii

 !

le dernier isomorphisme ëtant la dë¢nition du faisceau d'intersection IX=S:

248 E. MU¶OZ GARCIA

https://doi.org/10.1023/A:1026552909918 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1026552909918


5.3. INVARIANCE BIRATIONNELLE

On dësigne comme toujours par f : X ÿ!S un morphisme projectif de Tor-
dimension ¢nie purement de dimension d de schëmas noethëriens et on conside© re
un morphisme projectif g : X 0 ÿ!X tel que le morphisme composë f 0 �
f � g : X 0 ÿ!S soit encore projectif de Tor-dimension ¢nie purement de dimension
d:

On suppose en outre qu'il existe un ouvert U de X dense dans chaque ¢bre de f tel
que gjgÿ1 �U� : g

ÿ1�U�ÿ!U est un isomorphisme.

THEè OREé ME 5.3.1. Pour toute suite L1; . . . ;Ld�1 de ¢brës en droites sur X, il existe
un isomorphisme commutant aux changements de base plats et aux isomorphismes
d'additivitë:

P : IX=S L1; . . . ;Ld�1� � ÿ!� IX 0=S g�L1; . . . ; g�Ld�1� �

vëri¢ant la propriëtë suivante:
Supposons L1; . . . ;Ld f.s.a. et soit �l1; . . . ; ld� une suite fortement rëgulie© re de sec-

tions de L1; . . . ;Ld� � dë¢nissant un fermë Y de X contenu dans U. Supposons de plus
�g�l1; . . . ; g�ld� fortement rëgulie© re et posons Y 0 � Y �X X 0. Alors l'application com-
posëe

�g�l1; . . . ; g�ld � �P � �l1; ; ld �ÿ1 : N Y=S �Ld�1� �ÿ!N Y 0=S �Ld�1�N Y=S �Ld�1�
est induite par l'isomorphisme structurel Y 0 �ÿ!Y.

Dëmonstration. Par additivitë on peut supposer que pour tout 1W iW d � 1 le
¢brë Li est f -suf¢samment ample engendrë par un ¢brë vectoriel Vi sur S:

Pour tout 1W iW d � 1 on conside© re le ¢brë projectif Pi � P� �Vi� ÿ!
pi

S: On
dësigne par H le fermë complëmentaire de U dans X :

On pose

P �
Yd
i�1

Pi; R �
Yd�1
j�1
j 6�d

Pj; T �
Yd�1
i�1

Pi ÿ!t S:

On dësigne par q1 (resp. q2) la projection de T sur P (resp. sur R). Soit Z1 le fermë de
XP dë¢ni par les sections universelles �s1; . . . ; sd� et WP l'ouvert de P au-dessus
duquel Z1 est ¢ni et vëri¢e Z1 \HP � ;; de sorte que, au-dessus de WP on a:

Z01 � Z1 �X X 0 ÿ!� Z1:

Comme chaque composante irrëductible des ¢bres de H ÿ!S est de dimension
infërieure ou ëgale a© d ÿ 1, l'ouvert WP est dense dans chaque ¢bre de Pÿ!S
(d'apre© s un argument analogue a© 2.4.1).

Soit O1 � qÿ11 �WP�: Notons di � dX=S�L1; . . . ; L̂i; . . . ;Ld�1� et dësignons par xd le
OT -¢brë 
d�1

i�1 x
di
i :
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On dispose au-dessus de O1 des isomorphismes canoniques suivants:

t�IX=S L1; . . . ;Ld�1� � 
 xd � aÿÿ! IXO1 =O1 L1 
 x1; . . . ;Ld�1 
 xd�1
ÿ �

� bÿÿ!N Z1=O1 Ld�1 
 xd�1
ÿ � �ÿ!N Z01=O1 Ld�1 
 xd�1

ÿ �
� b0ÿÿ!IX 0O1 =O1 L1 
 x1; . . . ;Ld�1 
 xd�1

ÿ � � a0ÿÿ!t�IX 0=S g�L1; . . . ; g�Ld�1� � 
 xd

ou© a et a0 ont ëtë explicitës en 5.2.1.c et b et b0 rësultent de 4.3.
On en dëduit au-dessus de O1 un isomorphisme

f1 : t�IX=S L1; . . . ;Ld�1� � �ÿ! t�IX 0=S g�L1; . . . ; g�Ld�1� �:

Reprenons la meª me construction en remplac° ant P par R. Soient Z2 le fermë de XR

dë¢ni par s1; . . . ; sdÿ1; sd�1� �; WR,!R l'ouvert au-dessus duquel Z2 est ¢ni et ne
rencontre pas HR, et O2 � pÿ12 �WR�:

On obtient au-dessus de O2 en suivant la dëmarche prëcëdente un isomorphisme

f2 : t�IX=S L1; . . . ;Ldÿ1;Ld�1;Ld� � �ÿ! t�IX 0=S g�L1; . . . ; g�Ldÿ1; g�Ld�1; g�Ld� �
et en composant a© droite et a© gauche avec les isomorphismes de symëtrie on a:

f02 : t� IX=S L1; . . . ;Ld�1� � �ÿ! t�IX 0=S g�L1; . . . ; g�Ld�1� �:
Il rësulte des constuctions faites que f2 et f02 co|« ncident sur O � O1 \ O2, car ils
s'ëtendent, l'un et l'autre, en un isomorphisme de

t�IX=S L1; . . . ;Ld�1� � 
 xd � IXO1=O1 L1 
 x1; . . . ;Ld�1 
 xd�1
ÿ �

sur

t� IX 0=S g�L1; . . . ; g�Ld�1� � 
 xd � IX 0O1 =O1 g�L1 
 x1; . . . ; g�Ld�1 
 xd�1
ÿ �

envoyant la section rëgulie© re hs1; . . . ; sd�1i du premier sur la section hs1; . . . ; sd�1i
du second (cf. 4.3.2).

On en dëduit un isomorphisme de t�IX=S L1; . . . ;Ld�1� � sur t�IX 0=S g�L1; . . . ;�
g�Ld�1� au-dessus de O1 [ O2: Celui-ci provient d'un isomorphisme sur S, puisque
le complëmentaire deO1 [ O2 est de codimension supërieure ou ëgale a© 2 dans chaque
¢bre de Tÿ!S:

5.4. APPLICATIONS AUX HAUTEURS

Soient K un corps de nombres, OK l'anneau des entiers, S � Spec OK , f : X ÿ!S un
morphisme projectif plat avec ¢bre gënërique XK lisse, L1; . . . ;Ld�1 des ¢brës
inversibles hermitiens sur X , c'est a© dire, dont les images inverses sur
X �S Spec C sont munies de mëtriques hermitiennes (invariantes par conjugaison).

SoitY ,!X un sous-schëma fermë ëquidimensionnel de dimension relative d sur S:
On suppose la ¢bre gënërique YK inte© gre (il suf¢t en fait pour ce qui suit que l'ouvert
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de lissitë U de YK soit dense dans YK ). On peut alors dë¢nir la hauteur de Y
relativement aux ¢brës L1; . . . ;Ld�1 de la manie© re suivante:

Soit Y 0K ÿ!YK une desingularisation et soit I le OK -module inversible
IY=S L1; . . . ;Ld�1� �: D'apre© s 5.4 on a:

I 
OK K � IY 0K=S L1; . . . ;Ld�1� �
de sorte que graª ce a© [Elk II] le ¢brë I hërite de mëtriques hermitiennes aux places a©
l'in¢ni de K , dont on vëri¢e aisëment qu'elles sont indëpendantes du choix de
Y 0K : Le degrë de I est alors la hauteur cherchëe (co|« ncidant avec celle dë¢nie par
exemple dans [Sou]).

6. Intëgrales de classes de Chern

Soit f : X ÿ!S un morphisme projectif de Tor-dimension ¢nie de schëmas
noethëriens. On conside© re une suite de ¢brës vectoriels E1; . . . ;En sur X de rangs
respectifs ri � 1 et des entiers ki de somme k1 � � � � � kn � d � 1.

De la meª me fac° on que dans le cas ou© f : X ÿ!S est plat Cohen^Macaulay, traitë
dans ([Elk], V), on peut construire un ¢brë en droites sur S `qui reprësente l'intëgrale
le long des ¢bres de f du produit des kei classes de Chern des Ei'. Dans ce qui suit nous
rappelons brie© vement les dë¢nitions de (loc. cit.).

Si L est un ¢brë inversible sur X , on note par Lfig la suite de ¢brës en droites
formëe du faisceau L rëpëtë i fois.

Soient Pi le ¢brë projectif P�Ei�, xi le faisceau canonique sur Pi et P le ¢brë produit
P1 �X . . .�X Pn:

On dë¢nit un ¢brë inversible sur S (cf. [Elk], 5.1.1) IX=Shsk1 �E1� � � � skn �En�i par la
formule suivante:

IX=Shsk1 �E1� � � � skn�En�g � IP=S x1fr1 � k1g; � � � ; xnfrn � kng� �:
Ce ¢brë reprësente `l'intëgrale le long des ¢bres' du produit des classes de Segre du
¢brë dual �E (suivant [Ful], chapitre 3).

Le passage a© l'intëgrale d'un polynoª me quelconque en les classes de Chern est alors
formel (cf. [Elk] loc. cit.).

Les rësultats gënëraux d'additivitë, symëtrie, restriction a© un diviseur et
multiplicativitë restent valables.
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