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ADDENDUM A
QUELQUES REMARQUES SUR DES QUESTIONS
D’APPROXIMATION DIOPHANTIENNE

PATRICE PHILIPPON

Dans [1, Section 3], on a montré comment les conjectures les plus définitives sur les
formes linéaires de logarithmes entrainent simplement la conjecture abc (dans sa forme
faible). De fagon plus pragmatique on peut également chercher les conjectures les plus
accessibles sur les formes linéaires de logarithmes qui entrainent encore la conjecture
abc. De ce point de vue I'énoncé suivant semble étre 'amélioration la plus minime de
I'inégalité de Liouville qu'il conviendrait d’établir. On y note |- |, la valeur absolue
p-adique sur @, normalisée de la facon habituelle (c’est-é-dire, |p|, = 1/p), et A(:)
la hauteur logarithmique sur @ (c’est-d-dire, le logarithme du maximum des valeurs
absolues des numérateur et dénominateur dans une écriture en fraction réduite).

CONJECTURE. Il existe des réels 0 < ¢ < 1/2, a > 1, 8 > 0 et un entier
B e N* tels que pour tous r,y € Q* on ait zy®? = —1 ou :

- Z log |zy® + ll,, <B. (a.h(z) +e.h(y) + (aB +¢). Zlogp + (aB + e)ﬂ)
pES pES

o1 S désigne I'ensemble des nombres premiers satisfaisant |zy® + 1), < 1.

Nous déduisons de cette conjecture la version suivante de la conjecture abc, ou
on reprend les parametres £, «, # et B dont 'existence est conjecturée dans I'énoncé
précédent.

CONSEQUENCE. Si a,b,c € N* sont des entiers premiers entre eux satisfaisant

a+b=c, alors loge < (B(aB +e)/(1- 2:-:)).( I§bclogp+ﬁ) .
P

DEMONSTRATION: On écrit a/b = zy® avec z := [] pt»(e/0)~Blup(a/0)/B] ot 4 .=
plab

[1 pi*»te/¥/Bl | en désignant par v, la valuation p-adique et [-] la partie entitre. On
plab
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a0#zyP+1=1¢c/b, S={p;|lzy? + 1|, < 1} = {p| c}, la formule du produit et la
conjecture ci-dessus impliquent :

loge =~ Zlog]xya + ljp
pES

<B (a.h(:c) +e.h(y) + (aB +¢). Z logp + {(aB + e)ﬂ)
veS

< B((aB +e). Z logp+ <. log (ab) + (aB + e)ﬂ)
plabe 5

car h(z) < B. Z logp et h{y) < B-l.log(ab)+ 5 logp. Mais ab < ¢* d’ot finalement

plad
loge < B(aB+£).(Z logp+ﬂ> + 2¢.loge
plabe
et logec < (B(aB-{-E)/(l—Ze)).(}}: logp—i-ﬁ). a
‘plabe

REMARQUES. (1) Si on admet la conjecture ci-dessus avec seulement 0 < £ < 1 et
on suppose a < b, le raisonnement précédent montre

loga + w (z 1081’?‘*'13)

€
1-¢ 1-
plabe

loge <

soit « 2/3 de abc » (forme faible). Par ailleurs I'énoncé de la comecture pour € = 1 est
une conséquence triviale de Pinégalité de Liouville.

(2) Dans la méme veine on vérifiera (en décomposant d/c = zy? plutét que a/b
comme dans la démonstration ci-dessus) que la conjecture suivante :

Il existe des réels 0 <e < 1/2, > 1, 820 et B € N* tels que pour tous
T,y € Q* satisfaisant zy® # 1 on ait

log|zy® - 1| 2 —B(ah(z) + eh(y) + (aB +¢€)B) ;

entraine que pour tous entiers 0 < @ € b < ¢ premiers entre eux et satisfaisant a+b = ¢

ona B(aB +¢)
aBb ‘e
—-loga+ ——5—. (%logp-f-ﬂ)
P

k <
oge < T
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(3) Enfin, on vérifie facilement (voir [1, Section 3.b]) que la conjecture abc, sous

la forme : loge < K ( 3 logp+ 7) avec K > 1 et 4 > 0 des réels, entraine ’énoncé
plabe

suivant pour tout B € N* et tous 7,y € Q* tels que zy® # -1 :

-y min (0; log |zy® + 1|p) <K. (h(z) +h)+ Y logp+’y) )

plzyB+1| <1

En revanche, il ne semble pas clair que la conjecture ebc (méme dans sa forme forte)
entraine la conjecture de la remarque (2) précédente.
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