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LES PSEUDO-GROUPES INTRANSITIFS ET
LE PROBLEME D’EQUIVALENCE

TATSUO HIGA

§ Introduction

Dans les travaux célébres [1], [2], [8], E. Cartan a fait des recherches
sur les pseudo-groupes, sans distinguer entre les deux cas, transitif ou
intransitif. Tout d’abord, Cartan a abouti au théoreme qu’il a considéré
comme la base de la théorie des pseudo-groupes continus, c’est-a-dire le
premier théoréme fondamental: Tout pseudo-groupe de Lie admet un
prolongement holoédrique opérant sur un certain nombre r de variables
x¢ et défini comme 'ensemble des transformations qui laissent invariants

1° un certain nombre de fonctions des z?;

2° ¢ formes de Pfaff oi(zx,y,dx) linéairement indépendantes par
rapport aux différentielles da® et dont les coefficients peuvent dépendre
d’autres variables auxiliaires %/; enfin le prolongement considéré a ses
équations de définition du premier ordre (voir [5]). Puis, il a introduit
I’équation structurale de maniére & caractériser le pseudo-groupe.

En ce qui concerne les pseudo-groupes transitifs, la formulation
moderne a été faite, par exemple, dans le travail [12]; il se trouve que
les espaces annoncés dans le premier théoréme fondamental sont con-
sidérés comme les espaces qui construisent ’espace fibré principal de
repéres; ce systéme des espaces est ce qu’on appelle “G-structure”. En
suivant E. Cartan, nous pouvons définir une certaine fonction sur une
G-structure. Dans le cas ol le pseudo-groupe considéré est transitif,
cette fonction structurale doit étre constante; alors nous pouvons trouver
que deux G-structures ayant les mémes fonctions structurales constantes
sont localement isomorphes si G vérifie une certaine condition algébrique;
la condition d’involution (voir le Théoréme 3-1 de [12]).

Il semble que les pseudo-groupes intransitifs soient aussi importants,
non seulement pour la théorie des groupes elle-méme, mais encore pour
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la théorie sur I'intégration des équations différentielles invariantes par
les pseudo-groupes (cf. [8]).

Par exemple, si nous nous proposons de préciser les notions ‘“isomorphe
holoédrique” et “isomorphe mériédrique” introduites dans la théorie par
E. Cartan, il sera nécessaire de donner la solution au probléme d’équiv-
alence des groupes intransitifs. En outre, relatif & la classification des
pseudo-groupes intransitifs, ou plutot des algébres de Lie filtrées intrasi-
tives (et simples), il vaudrait mieux que les pseudo-groupes restreints
aux fibres d’une fibration p: M — N invariante par le pseudo-groupe donné
sur M soient localement isomorphes entre eux. Mais ¢’est aussi le prob-
leme d’équivalence (cf. Théoréme 3-4).

Le but de ce Mémoire est de généraliser les résultats obtenus dans

le cas transitif au cas intransitif. D’abord, nous introduisons dans §1
des structures géométriques pour les pseudo-groupes intransitifs. Locale-
ment nous pouvons les expriquer comme suivant.
_ Soit N une variété différentiable et soit G une sous-variété de
N X GL(n,R) telle que a: G — N, (2, 9) — x, soit une fibration. Nous
supposons, en outre, que’ chaque fibre G, = a~'(x) (x ¢ N) soit un sous-
groupe de Lie de GL(n,R). Soient p: M — N une fibration, F'(M) 1’espace
fibré principal des repéres de M et z: F(M) — M la projection. Alors un
sous-espace fibré B de z: F(M) — M sera dit une G-structure généralisee
(ou simplement G-.G-structure) si, pour tout e N, B, = (p-n)"(x) N B
est un espace fibré principal de base M, = p~'(x) et de groupe structural
G, (cf. [13]).

Nous l’interpréterons comme 1’espace auquel Cartan a abouti dans
son premier théoréme fondamental, et nous considérerons les pseudo-
groupes (intransitifs) qui laissent invariants les G-G-structures. En
suite, nous indiquons le théoréme qui raméne le probéme d’équivalence
des pseudo-groupes au probléme des G-G-structures (Théoréme 1-2).

Dans §2, nous construisons, de plus, la structure géométrique ordi-
naire P(B) déterminée par une G-G-structure B. Pour cela, il faut
imposer certaine condition aux G-G-structures. Alors, sous cette condi-
tion, nous pouvons démontrer qu’un isomorphisme local de P(B) dans
P(B’) entraine celui de B dans B’ et réciproquement (Théoréme 2-1). Il
en résulte que le normalisateur du pseudo-groupe attaché & B est
transitif si P(B) est transitif. Finalement nous introduisons une fonc-
tion structurale pour chaque G-G-structure satisfaisant & la condition
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ci-dessus.

Dans §3, tous les objets seront supposés analytiques. Dans ce cas-
1a, en utilisant la théorie des systémes différentiels extérieurs, nous
pouvons démontrer le théoréme:

Soient B, B’ deux G:G-structures vérifiant la codition ci-dessus et ©
I’algébre de Lie attachée aux G-G-structures B et B’. Si les conditions
suivantes sont vérifiées;

i) & est involutif (c¢f. Définition 3-1),

ii) les deux fonctions structurales Cp et Cz sont constantes et Cjp
= Cp,
alors B et B’ sont localement isomorphes (Théoréme 3-3). En particulier,
sous la méme condition, nous avons le Théoréeme 3-4: Le normalisateur
du pseudo-grupe déterminé par B est transitif.

Dans §4, nous allons calculer un exemple trés simple.

Dans toute la suite, R® désigne I’espace Euclidien & n dimensions.
Le mot “différentiable” signifie & §3 prés “différentiable de classe C~”.
Soit M une variété différentiable; nous désignons par 7T.,(M) ’espace
vectoriel tangent & M en xe M. Soit f une application différentiable
d’une variété différentiable U, dans une autre V,;f, désigne ’applica-
tion tangente et f* ’application cotangente.

Nous voulons exprimer ici notre profonde reconnaissance aux pro-
fesseurs M. Kuranighi, A. Morimoto et N. Tanaka qui nous ont donné les
séminaires sur ce sujet et les conseils bienveillants.

§1. G-structures généralisées

Soient N une variété différentiable, ¥~ un fibré vectoriel réel, de
base N, et q: ¥ — N la projection. Soit GL(¥"), le groupe des auto-
morphismes linéaires de la fibre ¥, en xeN. DPosons GL®¥) =
Ugzery GL(¥),, et soit n: GL(¥") — N ’application canonique. En prenant
un sous-ensemble ouvert U de N tel que le fibré vectoriel induit ¥°|; soit
trivial, et un isomorphisme de fibrés vectoriels a« de ¥’y sur U X R* (n
est la dimension des fibres de ¥°), on peut construire une application
bijective ¢, de z=*(U) sur U X GL(R");

P(w) = @, (@ls)-u-(2l)™)  (wea (U),x = a(w),

ol «|, désigne la restriction de « a la fibre ¥",. Alors il est immédiat
de démontrer la proposition suivante.
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PROPOSITION 1-1. L’ensemble GL(¥") admet une structure canonique
de variété différentiable satisfaisant aux conditions suivantes;

(@) 7:GL(¥) — N est une submersion,

(b) PVapplication GL(¥")s g — 9~ 'e GL(¥") est différentiable,

(¢) Papplication GL(¥") Xy GL(¥)3(g,h) — g-h e GL(¥") est différ-
entiable, on GL(¥") X y GL(¥") désigne le fibré produit de =: GL(¥) — N,

(@) UVapplication bijective, définie par un isomorphisme o au-dessus
de U,¢,: 7'(U) - U X GL(R™) est un difféomorphisme.

Soient G une variété différentiable, fibrée sur N, et : G—- N la

projection. Supposons que chaque fibre G, = z7'(x) (xe N) ait une
structure de groupe.

DEFINITION 1-1. Nous dirons que G est un groupe de Lie fibré sur
N, si et seulement si G, muni de cette structure de groupe, satisfait
aux conditions (b) et (¢) de la Proposition 1-1.

Soit G’ un sous-ensemble de G. Supposons que G’ soit aussi un
groupe de Lie fibré sur N par rapport & la restriction z|g..

DEFINITION 1-2. Nous dirons que G’ est un sous-groupe de Lie fibré
de G, si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées;

(1) chaque fibre G, = G’ N G, est un sous-groupe de G,

(2) G est une sous-variété différentiable de G.

Soit G un groupe de Lie fibré sur N. D’apres la définition, chaque
fibre G, (x ¢ N) est un groupe de Lie ayant la méme dimension; mais,
en général, les groupes des fibres ne sont pas toujours isomorphes.
Cependant, la plupart des exemples pratiques, par exemple, ceux de
E. Cartan [2], montreront que des groupes des fibres d’un sous-groupe de
Lie fibré de GL(¥") sont isomorphes entre eux.

Remarque. En désignant par G, un groupe de Lie, on vérifie aisé-
ment que G =N X G, est un groupe de Lie fibré sur N par rapport a
la projection canonique n: N X G,— N. Lorsque le fibré vectoriel est
trivial, i.e., ¥ = N X R*, GL(¥") s8’identifie avec N X GL(R").

Considérons, de plus, une variété différentiable M fibré sur N, et
soit @: M — N la submersion. Dans toute la suite, nous ne considérons
qu’une variété M telle que, pour tout £e N, dim M = dim 7", soit vérifié.

Cela étant, désignons par F = F(M,«, N, ¥") I’ensemble de toutes les
applications linéaires isomorphes de la forme suivante;
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2:Ve— T,(M) (xeM,éeN avec a(®) = &),

et définissons une application surjective p de F' sur M en faisant cor-
respondre & 1’élément z ci-dessus ’élément p(z) = € M. Soit F' X y GL(¥")
le fibré produit de a-p: F — N et n: GL(¥") — N; alors on peut définir
une application @: F X y GL(¥") — F, c’est-a-dire une opération de GL(¥")
sur F, par la composition de deux applications linéaires;

Dz, 9): Vs 2> Vo 25 T(M)

(2,9 e F Xy GL(Y), x = p(2),§ = a()).

Soient U,V des sous-ensembles ouverts de M et de N, respective-
ment, tels que «(U) =V et que T(M)|, et 7|, soient trivials. Prenons
un isomorphisme différentiable de fibrés vectoriels y de T(M)|, sur U X R"
et celui 6 de 7|, sur V X R", et posons

0, @) = ()@l Ve > T,(M)  (xelU,§=a@),

oll 7|, (resp. §|.) désigne la restriction de y & T,(M) (xresp. 6 & 77,).
a(r,0) est une section de p: F — M définie sur U.

PROPOSITION 1-2. L’ensemble F = F(M,a,N,?") admet une structure
canonique de variété différentiable telle que

1) p:F — M est une submersion,

(2) lopération @ de GL(?") sur F est différentiable,

@3) la section a(y, ), définie par les isomorphismes y et J, est différ-
entiable.

Démonstration: Pour la section o(y,d) définie ci-dessus, on peut
définir une application bijective ¢,, du fibré produit U Xy GL(?") sur
e '(U);

é,.(x, 9) = o(y,0)(®) g , @ el Xy GLY) .

Donc on sait que F' admet une structure de variété différentiable de
maniére que chaque ensemble p~'(U) soit un sous-ensemble ouvert de F'
et que chaque application bijective ¢,, soit un difféomorphisme. Il est
immédiat de constater que F, muni de cette structure, satisfait aux
propriétés (1), (2) et (3).

Lorsque N a un seul élément, ¥ peut étre considéré comme R"
(n = dim M) et GL(¥") comme GL(R*). Donc, dans ce cas-la, il en resulte
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que F' n’est pas autre chose que le fibré de reperes de M. La proposition
suivante sera aussi évidente.

PROPOSITION 1-3. St 7 est trivial, i.e., ¥ =N X R*, F(M,«a, N, ?")
s’identifie a Uespace fibré principal de repéres de M.

Soient G un sous-groupe de Lie fibré de GL(?") et B une sous-variété
différentiable de F(M,a, N, ?").

DEFINITION 1-3. Nous dirons que B est une G-structure généralisée
(ou simplement G-G-structure) de groupe structural G et de base (M, «,
N,?"), si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées;

D) pB) =M,

ii) pour tous ze B, g€ G tels que z-g soit défini, i.e., (z,9) € B X4 G,
2-g € B est vérifié,

iii) pour tous z,2’ € B avec p(2) = p(?’), il existe un élément ge G
tel que 2’ = =z-9,

iv) pour tout xe M, il existe un voisinage ouvert U de x et une
application différentiable ¢ de U dans B telle que p-o = idy.

Lorsque N a un seul élément, B est ce qu’on appelle une G-structure.
Si ¥ =N X R*, une G-G-structure est une sous-variété de 1’espace fibré
des repéres de M, vérifiant les conditions précédantes. On a aussi

dimB =dimM + dimG — dim N,

pour toute G-G-structure.

Soit B(M, a, N, 7") une G-G-structure de groupe structural G.
Définissons une forme différentielle extérieure de degré 1,4, & valeurs
dans le fibré vectoriel 7°;

0.(X) = 27(pxX)  (2€B,XeT.(B)).

0 sera dit la forme extérieure canonique sur B. Si V"= N X R", 0 est
considéré comme une forme a valeurs dans R" et on peut définir sa dif-
férentielle extérieure dé.

Maintenant nous allons développer la méthode pour obtenir des
G- G-structures. M étant une variété différentiable, désignons par GP(M)
le pseudo-groupe de toutes les transformations locales de M dans M, et
par z'(M) 'ensemble des jets inversibles d’ordre 1 de M dans M, i.e.,
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o (M) = {iz(N) e "M, M) | f e GP(M),xe Uy},

ou J'(M,M) désigne la variété des jets d’ordre 1 de M dans M. z='(M)
est une sous-variété différentiable de J'(M, M). L’application a: z'(M) —
M, a(53(f)) = x (resp. b:a'(M) — M, b(Gi(f)) = f(x)), est appelée 'applica-
tion source (resp. but). Pour tous z,z’ exn'(M) tels que z = ji(f), 2/ =
72(9) et que a(z’) = b(z), on peut définir le composé 2’-z € x'(M) par

Zz=79°1),
et I'inverse z7'e n'(M) par

27l = j_lf(x)(f_l) .

Il est clair que #'(M), muni de cette structure du “composé”, satisfait
aux propriétés suivantes;

1) les applications a: z'(M) — M, b: z'(M) — M sont des submersions,

2) lapplication z'(M) sz +— z7'ex'(M) est différentiable,

3) lapplication 7'(M) X , 7#'(M) 3 (2', 2) — 2’ -z € '(M) est différentiable,
ou n'(M) X y n'(M) désigne le fibré produit, i.e,.

(M) Xy o*(M) = {(#, 2) e a'(M) X n'(M)|a(2') = b(2)} .

Soit @: M — N une fibration. Considérons un pseudo-groupe I sur
M vérifiant les conditions

A) pour tout fel, on a a-f(x) = a(x) quel que soit z e Uy,

A,) pour tous 2,2’ € M avec a(x) = a(a’), il existe un élément feI”
tel que f(x) = «’.
Posons

o) =i NenM)|felxeUy}.

Comme I' est un pseudo-groupe, on a z'ex'(I") et 2’-zex'(I") pour tous
2, zen'(I") avee a(z’) = b(z).

DEFINITION 1-4. Nous dirons que I' est un pseudo-groupe continu
d’ordre 1 sur M, si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées;

I) il existe sur #'(I") une structure de sous-variété différentiable de
7'(M) telle que

1) a:7(")—> M, b:2'(I') - M sont des submersions,

2) M = (¢ X b)@@'(I") est une sous-variété différentiable de M x M
et @ X b: 7'(I") — M est une submersion,
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38) DPapplication 7'(I") 22z +— 2'en'(I") est différentiable,

4) Tapplication z'(I") X ;7'(I") 3 (7', 2) — 2’-z e n'(I") est différentiable,
ot o'(I") Xy ='(I") = {(z',2)|a(z) = b(2)},

II. si feGP(M) vérifie ji(f) e /(") pour tout xe U, on a fel.

En d’autres mots, ces conditions signifient que z'(I") forme I’équation
différentielle d’ordre 1 (voir [10], [11]).

Supposons qu’il y ait une section différentiable I: N — M par rapport
a «, et posons

v =I*T(M) G.e., V=T, (M),E€N),
G(I') = {(§,2) e N X z'(I)|afz) = b(2) = I(§)},
BN ={¢,2eN x (D)@ = 1)},

p:BUY—-M, 0&,2) = b(2), &, eBU) .

LEMME 1-1. GW) est un groupe de Lie fibré sur N.
En effet, G(I") est considéré comme le fibré induit de
aXb:a(I)— M par [:N—-M, I@=UIE,IE)), ¢EeN.

Le composé et 'inverse de z'(I") déterminent sur chaque fibre G(I'), =
G N{E X o) (EeN) la structure de groupe. II est clair que
Papplication G(I") 5 (§,2) — (&,2)7! = (&, 27Y) e G(I') est différentiable. G(I")
Xy G(I), le fibré produit de G(I") — N, (&,2) — &, est considéré comme une
sous-variété différentiable de N X (z'(I") X, n'(I")), et I'application G(I")
Xy G s (W', w) —» w'-we G est la restriction de

N X (@) Xy ') 2 ¢, (#,2) ~ (§,2-2) e N X z'(]')

a la sous-variété G(I") Xy G(I'). Ceci signifie que G(I") est un groupe
de Lie fibré sur N.

Ensuite, définissons P’application 2: B(I") - F(M, «, N, ¥") par la
formule

A2 = (fre: Ve — T (@ = fUIE))

pour tout (§,2) e B(I)) avec 2z = ji(f), fel', et posons ¥ = Ag,; par
ces applications, B(I") est considéré comme une sous-variété différentiable
de F(M,a,N,7") et G(I") un sous-groupe de Lie fibré de GL(¥"). 1l est
immédiat de constater que B(I"), = B(I') N {¢} X #'(I") est un fibré prin-
cipal de base M, = a”'(§) et de groupe structural G(I),. En vertu de
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A) et de la condition I)-1), il se trouve que p: B(I) — M est une sub-
mersion.
Nous exprimons ce résultat sous la forme suivante.

THEOREME 1-1. Soit I' un pseudo-groupe continu d’ordre 1 opérant
sur M et soit a«: M — N une fibration. Supposons que I' satisfasse aux
conditions A,) et A, et qu’il y ait une section différentiable I de a: M
— N. Posons

v = I*T(M) ,
B(I") ={(&,2)e N X z'(I)|a() = I(®)} ,
G ={(¢,2eB()|b(z) =16},
p:BI") - M, 0&,2) =0(2) , (¢, eB() .
Alors B(I") est considéré naturellement comme une G-G-structure de

groupe structural G(I") et de base (M,a, N, 7).

Prenons un élément ¢el’, et définissons I’application local p(¢) e
GP(B(I")) par

P(B)E, 16, (N)) = (&, ey (- T

pour tout (&, i, () e B(I") tel que f((¢) e U,; on a, de cela, facilement
0-P(@) = ¢-p. Soit 4 la forme extérieure canonique sur B(I") (cf. Défini-
tion 1-3). Calculons p(¢)*d;

(D(B)*0) e, 127 (XD = Oce, 1151 (D($) (X))
= (s o S5) (o4 0 D() 5 X)
= [ (0xX)
= 0(6;];(f))(X) ’

ol x =I(§) et X désigne un vecteur tangent a B(I") en (&, 7%(f) e B(I).
Donc on obtient, pour tout ¢el’,

(1-1) p(@*0 =10

En tenant compte de cette formule, nous allons définir les isomor-
phismes des G-:G-structures.

Soient (M,a,N,?") et (M’,a’,N’,?"’') deux systémes des bases tels
que dim M = dim M/, dim N = dim N’.

DEFINITION 1-5. Un difféomorphisme (local) ¢ de M dans M’ sera
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dit un isomorphisme (local) de F(M,a,N,?") dans F'(M’,a’, N, v, 8’il
existe un difféomorphisme (local) f de N dans N’ et un isomorphisme
local) de fibrés vectoriels 4 de ¥~ dans ¥ tels que

a"o¢=foa, q'o«[/-::foq,

ol ¢ (resp. q’) désigne I’application canonique de ¥~ sur N (resp. de ¥
sur N’).

Il vaudrait mieux de représenter l’isomorphisme ¢ par ¢ = ¢(f, V).
Etant donné un isomorphisme (local) ¢ = ¢(f, ), nous définissons une
application (locale) ¢ de F(M,a, N, ") dans F'(M’,o’,N’, V") par

B() = gyozop™ 1 ¥V  — T,yuy(M)

(zeF,z = p(z), & = a(x)). Il est facile de démontrer que ¢ est un dif-
féomorphisme (local) de F' dans F” tel que

ood=gop.

Si 4 est un isomorphisme (local) de 7* dans ¥ avec ¢’o+y» = fogq, nous
désignons par Ad(y) I’isomorphisme de groupes de Lie fibrés de GL(%")
dans GL(¥"”) tel que, pour tout g e GL(¥") avec n(9) e Uy,

(1-2) Ad ($)(9) = ogop™
et que
noAd(y) = for.
Pour un isomorphisme ¢ = ¢(f, ), on a donc
$z-9) = g Ad(WN9 , ((2,9)eF Xy GL(Y)) .

Soit B = B(M,«, N, ?") une G-G-structure de groupe structural G et
soit B’ = B{(M’,o’, N’, ¥"') une G-.G-structure de groupe structural G’.

DEFINITION 1-6. Nous dirons qu’un isomorphisme (local) ¢ = ¢(f, )
est un isomorphisme (local) de B dans B’, si et seulement si ’applica-
tion induite ¢ vérifie §(Bly,) = B'ly,.

DEFINITION 1-7. Si, pour tous « ¢ M,y e M’, il existe un isomorphisme
local ¢ = ¢(f,) de B dans B’ tel que ¢(x) = y, B et B’ seront dits locale-
ment isomorphes.

PROPOSITION 1-4. Soit ¢ = ¢(f,¥) un isomorphisme (local) de B
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dans B’ et soient 6,6 les formes extérieures camoniques sur B et sur B’
respectivement. Alors Uapplication induite ¢ vérifie

¢ = rof .

DEFINITION 1-8. Un isomorphisme (local) ¢ = ¢(f,+) de B dans B
sera dit un automorphisme (local) invariant de B. Un automorphisme
(local) invariant ¢ = ¢(f,+) de B vérifiant ¢ = id sera dit un N-auto-
morphisme (local) de B (voir (1-1) et Proposition 1-4).

Désignons par I'*(B) I’ensemble de tout automorphisme local invariant
de B et par I'(B) I’ensemble de tout N-automorphisme de B.

Etant donnés, en général, deux pseudo-groupes I' et IV sur M et
sur M’ respectivement. Un difféomorphisme local ¢ de M dans M’ est
dit un isomorphisme local de I' dans I, si et seulement si la condition
suivante est vérifiée;

ad @'l = T'ly, ,

o I'ly, ={fel'\U;, V,C Uy} et ad (B)(f) = gpofog™, f ey,

On dit, de plus, que I et I” sont localement isomorphes, si, pour
tous xeM,ye M, il existe un isomorphisme local de I" dans I tel que
#(x) =y. N(), 'ensemble de tout isomorphisme local de I" dans I", est
dit le normalisateur de I.

PRrROPOSITION 1-5. Soit B(M,a,N, ") une G-G-structure. Alors le
normalisateur N(I'(B)) du pseudo-groupe des N-automorphismes locals
de B contient le pseudo-groupe I'*(B), i.e.,

I'*(B) < N(I'(B)) .
En effet, soit ¢ = ¢(f,y) e I'*(B); il faut établir ad (¢)(I'(B)ly,) =
I'(B)ly,, mais, en vertu de la relation gogo¢™ = $ofod™, P=gogog et

P-! transportent B dans B pour tout gel'(B)ly, Soit 6 la forme ex-
térieure canonique sur B. D’aprés la Proposition 1-4, on a

Prg = §% 0 o 570 = (% 0 7%0) = w3 0) ,

par suite, P*6 = 6, puisque ¢ *0 = v+ "'of. Donc ’isomorphisme de fibrés
vectoriels associé a P est trivial.
De la méme maniére, nous pouvons démontrer le théoréme suivant.

THEOREME 1-2. Soient B(M,a,N,?") et BB(M',o/,N’,¢") des G-G-
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structures. Si ¢ = ¢(f,y) est un isomorphisme local de B dans B’,¢
est un isomorphisme local de I'(B) dans I'(B’). En conséquence, si
B et B’ sont localement isomorphes, I'(B) et I'(B) sont aussi localement
isomorphes.

D’aprés ce théoréme, nous pouvons partager le probléme d’équivalence
des pseudo-groupes en deux.

En premier lieu, si un pseudo-groupe I' est donné sur M, il faut
trouver une G-G-structure telle que I' coincide avec le pseudo-groupe
des N-automorphismes. Le Théoréeme 1-1 a quelque relation & ce prob-
léme.

En deuxiéme lieu, nous sommes ramenés 3 la recherche des invariants
des G-G-structures vis-a-vis des automorphismes invariants.

Dans les paragraphes suivants, nous étudierons ce deuxiéme prob-
lIéme. Dans notre cas, il se trouve que la forme extérieure canonique
6 sur B est inutile pour le probleme. C’est parce que d’une part il faut
trouver a la fois trois applications et que d’autre part, un automorphisme
invariant ne laisse pas toujours # invariant (cf. Proposition 1-4).

Pour suivir la méthode de Cartan ([2],[4]), il est nécessaire de
construire un autre espace associé a la G.G-structure donnée de maniere
que, dans cet espace, on puisse définir une forme extérieure invariante
par les automorphismes invariants.

§2. G}-structures associées aux G-G-structures

Dans ce paragraphe, pour étudier le probleme d’équivalence, nous
allons construire une structure géométrique associée a une G-G-structure
et établir la relation entre les deux structures. Nous commencons par
donner quelques notions qui sont utilisées dans la suite.

Soit ¥V un espace vectoriel réel de dimension finie et soit W un sous-
espace vectoriel de V.

DEFINITION 2-1. G étant un sous-groupe de Lie de GL(V), le sys-
téme (V,W,GR) sera dit compatible, si chaque élément g de G vérifie
mog =m, ou w désigne ’application canonique V — V/W.

DEFINITION 2-2. & étant une sous-algebre de Lie de gi(V), le sys-
téme (V,W,®) sera dit compatible, si chaque élément X de & vérifie
7o X = 0. En conséquence, on a & < Hom (V,W).
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Soit (V,W,&) un systeme compatible et soit & 1’algébre de Lie de
G, et posons

G* ={9e GL(V)|9Gy™ = G, 9(W) = W},
®* = {X e gl(V)|[X,®] C &, X(W) < W} .

Il est clair que G* est un groupe de Lie et que &* est son algébre de
Lie. Considérons, de plus, ’espace vectoriel &* @ V, la somme directe,
et définissons un sous-groupe de Lie G* de GL(G* @ V) par la condition
suivante:
he GL(&* @ V) appartient & G* si et seulement si
) md) =4 pour tout A e &*,
i) WW)=Ww,
iii) V-composant de k|, est & G,
sont vérifiés. Passons cette condition & son algéble &* Cgl(G*@ V). 11
en résulte que X ¢ gl(G* @ V) appartient & &* si et seulement si
) X(©% = {0},
iy X(w)cw,
iii)’ V-composant de X|, est a &,
sont vérifiés. Il est clair que &' est isomorphe & !’espace vectoriel
Hom (V/W,®*) @ ©, i.e.,

& = Hom (V/W,8 DG .

Si V=W, on a donc & = &.

Ensuite, soit ¥~ un fibré vectoriel réel sur une variété différentiable
N et soit 7. la dimension des fibres de ¥°. Désignons par II(¥") ’en-
semble de toutes les applications linéaires isomorphes de R* sur chaque
fibre de v~ et a:II(¥) — N la projection canonique. Alors, on peut
retrouver facilement que /7(¥") admet une structure canonique d’espace
fibré principal différentiable, de base N et de groupe structural GL(#, R).

Soient «: M — N une fibration, ¥~ un fibré vectoriel réel de base N
tel que pour tout £e N,

dimM =dim? ., =m + n

soit vérifié; et notons les par (M,a, N,7"). Etant donnés un sous-groupe
de Lie fibré G de GL(¥") et un systéme compatible (V, W, G, vérifiant
les relations dimM =dimV et dim M — dim N = dim W, nous posons
la
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DEFINITION 2-3. Nous dirons qu’une G-G-structure B, de base
(M, a,N,?) et de groupe structural G, est de type (V,W,G,), si et seule-
ment si les conditions suivantes sont vérifiées;

(1) pour tous 2,2’ € B avec aop(z) = aop(?)), ay o2 = ay o2’ est vérifié,
etayoz =7,:7 > T:(N) (e B,§ = aop(z)) détermine un homomorphisme
surjectif de fibrés vectoriels y: v~ — TN,

Q) O,G) ={ucll(?)|uoGyou™ = Gaeuy, 1 o w(W) = {0}} est un sous-
fibré principal différentiable de II(¥"), de groupe structural Gi.

D’apres cette définition, on a aisément le

LEMME 2-1. a) 7,00 =y, Pour tout ge G avec n(9) = &,
b) wu(W) = Ker |y, pour tout we IlI(¥", G).

Soit B(M,«, N, 7") une G-G-structure de groupe structural G. Sup-
posons que B soit de type (V, W, G, et posons

M@ = {w, 2) e I(7, @) X M|a(u) = a(®)} .

Comme M(G) est le fibré produit de a: II(¥",G) - N et de «: M — N, c’est
une sous-variété différentiable de II(¥",G) X M. Nous désignons par A
(resp. p) Vapplication (submersion) de M(G) sur II(7", G) (resp. M);

MG - IV,G@): AU, x) =u
(resp. p: M(G®) — M: p(u,x) = ),

pour tout (#,z) e M(G). Par suite, on a
God=aopu.

Comme G¥ est le groupe structural du fibré principal I71(¢¥", @), G¥ peut
opérer non seulement sur 7(¥", G) mais aussi sur M(G). Par ces opéra-
tions de G¥, A e &F entraine les champs de vecteurs sur II(¥",G) et sur
M(G); notons les par la méme lettre A*. Alors, on a

2-1) A AF = Af,, pA¥F=0, a,Af=0,
pour tous se M(®,uell(¥,G).

PROPOSITION 2-1. Si z(¥", Q) est trivial, i.e., N X G¥ = II(V", G), 1l
existe un difféomorphisme ¢ de M X G§ sur M(G) tel que poé(x,9) = =,
2o d(x, 9) = v(a(), 9) pour tout (x, 9) € M X G§, ou v désigne U'isomorphisme
N X G¥ - II(v, Q).
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En effet, on n’a qu’a définir 'application ¢: M X GFf — M(G) par
3@, 9) = ((a(), 9), x) pour (x,9) e M X G§.

Désignons par P(B) ’ensemble de toute application linéaire isomorphe
X de &r@V sur T (M(G®) (pour tout sec M(G)) possédant les propriétés;

i) X(A) = A* pour tout A e ©F,

i) 2X(w) =0  pour tout we W,

iii) O(X) = pyoXoQB)™: ¥ > T, (M) (x = p(s),& = a(x)) est un
isomorphisme et appartient a B.

Ce que nous voulons faire dans la suite, c’est de démontrer que
P(B) est un sous-fibré principal différentiable de 1’espace des repéres de
M(G), de groupe structural Gi. Nous allons commencer par construire
des sections différentiables locales de @: F(M(G)) — M(G) a valeurs dans
P(B).

Dans la considération suivante, nous reprendrons chaque voisinage
plus petit s’il en est besoin, sans l'exprimer distinctement. Soient
@y -+, 2"y, -+, y™) un systéme de coordonnées locales de U C M et
@Yy ---,2" celui de U =a(U) C N tels que Tloa=2'(@=12,---,n).
Supposons que II(¥", G)|y. soit trivial, ¢’est-a-dire qu’il y ait un isomor-
phisme : U’ X GF¥ - II(¥", @®|y.. D’aprés la Proposition 2-1, il existe un
difféomorphisme ¢: U X G¥ — M(G)|,. Soient oy, ---,0,,n» des sections
différentiables linéairement indépendantes de 7", telles que

Te(o'z(‘S)) =0 (": = 17 2, e '9m) )
@ = (1) G=12-m),
0T/ ¢
pour tout £ e U’ (¢f. Définition 2-3). Prenons une section différentiable
z: U — B représentée par les formules,

@)(3,8)) = ;nﬂA:f(x)(é%k)r G=1,2-,m),
@) (©) = (5%) + 3T, Afm(x)(aiyk)x G=1,2-m),

pour tout xe U, a(x) = &, ou AF sont des fonctions différentiables. Soit
{a, -+, @n.,} un systeme de base de ’espace vectoriel V tel que {a,, -,
a,} soit un systéme de base de W. Définissons une section différentiable
#: M(G) |y — F(M(G)) par
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1° #(s)(A) = A¥ A e GF,

2°  #8)(a;) = (Po)y o t(1(8)) o A(s)(a;) t=12,---,m+ m)
pour tout se M(G)|y, ou ¢, désigne l’application induite de ¢; ¢.(x) =
&z, e), x € U, e I’élément neutre de G§.

LEMME 2-2. #:M(G)|y — F(M(G)) est une section différentiable véri-
fiant *(M(@)|y) < P(B).

En effet, d’aprés la Proposition 2-1, on a 20¢.(x) = Y.oa(®) (x e U)
en posant (&) = (&, e),6eV. De la définition de II(¥,G), on peut
représenter A(s)(a) (¢ = 1,2, .--,m) par

A8)a) = 2 7 Bi(8)o,(§)  (E=aous).
Done on a, a l’aide de la reration Ao¢, = .0 et de 2°,
Ay 0 E(8)(@;) = (Yre)y 0 oty o T(u(8))(A(8)(a,))
m % 0
= Ty BIOAKEO boas(Ss)
= G=12,.---,m).

Ensuite, il faut trouver @(#(s)) = z(u(s)) ¢ B pour tout Se¢ M(®|,. Mais
il résulte de la relation pog, = id sur U.
Déterminons les sous-espaces vectoriels de T,(M(G));

T = {ve T(M(®) | ps(v) = 0},
T = {v e T(M(G) | 2,(v) = 0} .

LEMME 2-3. Tout X ¢ P(B) définit canoniquement les isomorphismes

linéaires
i) X: & — T
i) X: W —-TW.

Ce lemme résulte de la définition de P(B).

LEMME 2-4. G¥ est le groupe structural de P(B).

Supposons que g soit un élément de GL(G* D V) tel que Xoge P(B)
pour tout X ¢ P(B). D’abord, pour tout Ae®F, on a (Xg)(A) = A¥ et
X(g(A)) = (9(A)F¥ (s = (X)), par suite, g(A) = A, puisque (X9)(4) =
X(gA). Puis, pour tout we W,0 = 2,0 (X9)(w) = 2, o X(g(w)). Par con-
séquent, X(g(w)) appartient & T%1). D’aprés le lemme 2-3 ii), il existe
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weW tel que X() = X(g(w)). Il en résulte que g(W) = W.

Posons s = a(X),u = A(8), x = p(s) et & = a(x). Comme O(X) et B(Xg)
sont les isomorphismes de 7", sur T,(M), il existe un élément %, c G, tel
que pyo XU oh,ou)(v) = pe(Xg)(v) pour tout ve V. En posant h = u?
oheou, on a heG, D’aprés le lemme 2-3 i) et la relation p, o (X(g(»)
— b)) = 0, il existe 4, e &F vérifiant X(g(v) — h(v)) = X(A,). Par suite,
9() = A, + h(v).

Cela signifie que G} est le groupe structural de P(B).

Nous exprimerons ce résultat sous la forme suivante:

PROPOSITION 2-2. Soit B(M,a,N,?") une G-G-structure de groupe
structural G et de type (V,W,G,). Posons

M@G) = {u,v) en(?,G) X M|a(w) = a(x)} .

Alors M(G) admet une G-structure P(B) de groupe structural GY vérifiant
les conditions suivantes;
i) X(A) = A¥ A e &F,
i) 240 X(W) =0 weW,
ifi) X)) = pyoXoQ)™: ¥V = T,(M) (x = 1(8), & = a(x)) est un iso-
morphisme et appartient & B,
pour tout X ¢ P(B) avec s = w(X).

Voici maintenant nous énoncons le théoréme fondamental qui donne
la relation entre B et P(B).

THEOREME 2-1. Soient B(M,a,N,?") et B'(M',a/,N’,v") des G-G-
structures de type (V,W,G,) et de groupes structurals G et G’, respec-
tivement. Alors tout isomorphisme local ¢ = ¢(f, V) de B dans B’ entraine
Uisomorphisme local Ad (v): G — G’ et Uisomorphisme N\ ¢ des deux
structures P(B) et P(B’), défini par ( A @)U, x) = (Y ou, g(x)) pour
(u, ) e M(G) avec zeU,.

Réciproquement, soit F un isomorphisme local des deux structures
P(B) et P(B"). Si G¥ est connexe, il existe, pour chaque point du do-
maine de F, un isomorphisme local ¢ = ¢(f, ) de B dans B’ tel que F
coincide avec \» /\ ¢ autour de ce point.

Laissons la démonstration de ce théoréme pour le moment et
énoncons de plus, les théorémes provenants tout de suite de ce théoréme.
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THEOREME 2-2. On va utiliser les notations dans le théoréme précé-
dant. Si les deux G-structures P(B) et P(B’) sont localement isomorphes
et que G¥ soit connexe, alors B et B’ sont localement isomorphes. Par
conséquent, les pseudo-groupes I'(B) et I'(B’) sont ausst localement iso-
morphes.

Ce théoréme résulte du Théoréeme 1-2 et du Théoréme 2-1.

THEOREME 2-3. Soit B(M,a,N,?") une G-G-structure de groupe
structural G. Supposons que B soit de type (V,W,G,) et que G¥ soit
connexe. St le pseudo-groupe des automorphismes de P(B) opére transi-
tivement sur M(G), le normalisateur de I'(B), N(I['(B)), est transitif sur
M.

En effet, soient 2 et y deux points arbitraires de M ; il existe deux
points s,te M(G) tels que u(s) = @, u(t) = ¥, et un isomorphisme local F
des structures P(B) et P(B’) tel que F(s) =t¢. D’aprés le Théoréme 2-1,
on peut supposer que F' coincide avec ¢ A ¢, ol ¢ = ¢(f,) est un
automorphisme invariant de B, i.e., ¢ I'*(B). On a ¢(x) = y, puisque
poF = ¢op. L’assertion résulte de la relation I'™*(B) C N(I'(B)).

COROLLAIRE 2-1. On désigne par I'(B)(eN) la restriction du
pseudo-groupe I'(B) d la fibre M, = a”(&). Si toutes les conditions dans
le Théoréme 2-3 sont vérifiées, I'.(B),&e N, sont localement isomorphes
entre eux.

Démonstration du Théoréme 2-1.

Soit ¢ = ¢(f,¥) un isomorphisme de B dans B’. Pour simplifier les
notations, supposons que ¢ soit défini globalement sur M. D’abord,
trouvons que l’application +: II(¥") — II(¥"), définie par V(u) = you
(ueIl(?)), entraine l’isomorphisme de fibrés principaux v : I (¥, G) —
I(v’,G). On a facilement Ad (+)(G) = G/, puisque #(B) = B’ (cf. 1-2).
Par suite, on a, pour tout ueIl(¥, G),

V(W) o Gyo V()™ = Ad (W)(Gowy)

= Gfx’(i(u)) ’
et on a aussi, pour tout uc (¥, G) avec & = a(u), & = f(&),

Yor o WWW) = 7hrorouo (W)
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= oy 0 $(2) o o U(W)
:f*oo(*ozoxbn_loqu-ou(W)
:f*oreou(W) = O N

ol z est un élément de B tel que aop(z) = & Ceci démontre V(I1(¥", @)
= II(¥”,G"). Donc on peut définir un difféomorphisme A ¢: M(G) —
M'(G") par la formule (¥ A @)(u,z) = WF(w), (), (U, x) e M(G). 11 est
immédiat de constater le

LEMME 2-5. Le difféomorphisme + N\ ¢ posséde les propriétés
D Zop Ag)=Fo2
i) pop ANg)=¢gop
iii) Rie(y AN ¢) =@ N PoR,, geGF,
ot R, désigne U'opération de GF sur M(G) et R, celle de GF sur M'(G).

A l’aide de ce lemme, prouvons que ’application A ¢: F(M(G)) —
F(M'(G")) vérifie m(P(B)) = P(B’). Pour cela, il faut établir pour
tout X ¢ P(B)

P

a) (v A DXNA) = A pp iy Ae G,

b) Ao ((m)%w) =0 weW,

¢ JX) = p((¥ A qzi)(X))(2’(@’(«57;5)(3()))‘1 €B.

Mais, a) résulte de Lemme 2-5 iii), b) résulte du Lemme 2-5 i). Calcu-
lons, & I'aide du Lemme 2-5 ii) et de la définition de ¢, le premiér terme
de ¢); on a

JX) = e A Do Xo (X ol A ) e (@)
— ¢*o#*oX0(\b‘°(2°m(X)))_l
= 95(/,:* o XA(w (X)) ™,

par suite, J(X) e B’, puisque ¢(B) = B’, pyo X(A(@(X)))"'e B. Donc on a
(m)(P(B)) = P(B’). Ceci démontre que ¢(f, ) entraine I’isomorphisme
local + A ¢ de P(B) dans P(B’).

Nous avons démontré aussi le

LEMME 2-6. Soit ¢ = ¢(f, V) un isomorphisme (local) de F(M,a, N,
7) dans F'(M',oa/,N’,7"). Supposons que Uapplication ¥ N\ ¢, définie par
la formule (4 N ¢)u, %) = (fou, ¢(x)), (u, x) e M(G), soit un difféomor-
phisme (local) de M(G) dans M'(G’) et en outre, que + N\ ¢ soit un iso-
morphisme (local) des deux G-structures P(B) et P(B’). Alors, & o (m)
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= ¢o®. En conséquence, ¢ = ¢(f,v) est un isomorphisme (local) de B
dans B’.

La deuxiéme assertion exige que I’application @: P(B) — B soit sur-
jective. Mais il est facile de trouver ce fait.

Réciproquement, supposons que F' soit un difféomorphisme local de
M(G) dans M'(G’) tel que F(P(B)|y,) = P(B)|y,. Pour tout Ae®F et
tout X ¢ P(B) avec @(X) =se Uy, on a

F (A = F(X(4) = (F(X))(A) = A}, .

Ceci signifie que F' transporte les fibres par rapport & p dans les fibres
par rapport a p/; il existe, de cela, un difféomorphisme ¢ de M dans M’
tel que

(2-2) poF =gop.

En suite, soit a(t) (0 <t < 1) une courbe différentiable de Uy, C M(G)
vérifiant 20 (a(t)) = 10(a(0)); par suite, 2,0 (a(f)) = 0, ol a(f) désigne la
dérivée de a(t) en t. Comme d(f) appartient & T%,(1), d’aprés le Lemme
2-3, il existe un élément w, ¢ W et un élément X, ¢ P(B) avec d(X,) e Up
tels que X,(w,) = d(t). On a donc (F(X,)(w,) = F . (a(t)) et Xy oF, o (da(t))
=0 car F est un isomorphisme local de P(B) dans P(B’). Ceci signifie
que F entraine un difféomorphisme local ¥ de II(¥", G) dans II(¥", @) tel
que

(2-3) XoF =102
En vertu de (2-1), on a, pour tout 4 ¢ &,
V(A% = T4 (A(A%) = X0 Fy(A%) = Z(A%) = A* .
En conséquence, on obtient
2-4) T(u-exp tA) = J(u)-exp tA

pour tout u e Uy, tout A € & et £ e R suffisamment petit. Ceci démontre
qu’il existe un difféomorphisme local f de N dans N’ tel que &’ oy = foa
(a: (7,3 — N, ete.).

Soient u,uw € Uy et v,v" ¢ R* tels que u(v) = w/(v’); alors il existe un
élément g € GF vérifiant v = u.g et v = g(v’). Comme GF est connexe,
on a, de la relation (2-4), ¥ (w)(v) = ¥(w)(»’). Donc on peut définir un
isomorphisme local de fibrés vectoriels +: ¥" — ¥ au-dessus de f par
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(2-5) PYU®) = F@w@)  (ou You = J(u)

pour tout we U; et tout v e R".

En considérant les applications ¢,V et f obtenues autour du méme
point (u,, ) € UrCM(G), on a facilement a’cgopy = foaop et par suite
a'op = foa. Les relations (2-2),(2-3) et (2-5) signifient que F' coincide
avec ¥ A ¢ autour de point (u,, ) € Up. Comme F =+ A ¢ est un iso-
morphisme local des deux structures P(B) et P(B’), d’aprés le Lemme
2-6, il en résulte que ¢ = ¢(f, V) est un isomorphisme local de B dans
B’ c.q.f.d.

Soit B(M,«a, N,?") une G-G-structure de groupe structural G et de
type (V, W, G,) et soit &, ’algébre de Lie de G,. En posant V' =&F@DV,
nous définissons une application linéaire 8 de Hom (V/,&} dans
Hom (V' AN V', V),

@HX N Y) = SX)(Y) — S(Y)X)
pour tout S e Hom (V/,®) et tous X,Y e V’/, et posons
H? =H'*(V,W,G) = Hom (VA V,V)/Ima .

D’apres la theéorie générale, il existe I’application Cz: P(B) — H*%? la
fonction structurale de P(B) (voir [12]). Prenons une connexion 2 sur
I’espace fibré principal P(B). En désignant par o la forme extérieure
canonique sur P(B) et par © la forme de torsion, la premiére equation
structurale est représentée par

do = —-Q Now+06.
Soit {a,, ---,ay} une base de V' = &F @V, et posons v = >V, w'a; O =
¥ . @%,. On peut vérifier I’equation
@izézzjv,kﬂcg‘kwj/\wk ('521,2;""N)’
ol C%, sont des fonctions différentiables sur P(B) (cf. [7]). Définissons
I’élément C ¢ Hom (V' A V/, V') par
Cla; N\ aj) = Zfavﬂ ij'ak .

Il se trouve que I'image C e H** de C coincide, au fond, avec la fonc-
tion structurale Cz de P(B).
Soit ¢ la forme canonique sur B & valeurs dans 7" et soit @: P(B)
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— B l’application définie dans la Proposition 2-2. Alors on aura
A(8) " (9*0) x(Z) = V-composant de wx(Z)

XePB),s=w(X),ZeTx(PB)). Si ¥ est trivial, ie., ¥ =N XV,
on peut définir la différentielle extérieure df de @ et, a4 ’aide de df, on
pourra construire la fonction structurale de B. Mais la relation entre
les deux fonctions structurales sera assez compliquée.

§3. Le cas analytique

Dans ce paragraphe, tous les objets sont supposés analytiques. Tout
ce que nous avons obtenu jusqu’a présent est encore vrai en remplacant
le mot “différentiable” par ‘“analytique réel”. Nous nous proposons dans
ce cas-la d’indiquer certain théoréme qui ramene partiellement le prob-
1éme d’équivalence des G-G-structures au probléme entiérement algé-
brique.

Soient V, W des espaces vectoriels réels de dimension finie, et £ un
sous-espace vectoriel de Hom (V,W). Nous définissons le prolongement
algébrique d’ordre 1 de E par

E® = {XeHom (V,E)| X(w() = X(v)(w),u,ve V},
et posons, pour une base (v) = {v,, ---,v,} de V (n = dim V),
Ew ={XeE|X(w) = - = X(v) = 0} k=12,---,m).

DEFINITION 3-1. E < Hom (V, W) est dit involutif, si et seulement
g’il existe une base (v) = {v;, ---,v,} de V telle que

dim E® = dim F + > %_ dim E(v) .
En général, on a toujours
dim E® < dim E + > 7., dim E,(v)

quelle que soit la base (v) = {v,, ---,v,} de V (cf. [12]).

Soient (V,W,G,) un systéme compatible, B = B(M,a, N, ?") (resp.
B’ = B'(M’,a’, N’, 7"’)) une G-G-structure de type (V, W, G, et de groupe
structural G (resp. G'), P(B) (resp. P(B’)) la Gi-structure associée & B
(resp. B’) et o (resp. «’) la forme extérieure canonique sur P(B) (resp.
P(B’)) a valeurs dans &Ff @ V. En désignant par P, (resp. P,) la projec-
tion canonique de P(B) X P(B’) sur P(B) (resp. P(B’)), nous définissons
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une forme extérieure 2 sur P(B) X P(B’) par la formule;
R = Pfo — Pfo’ .

Alors {2, P¥o} engendre un systéme différentiel extérieur avec des vari-
ables independantes ([6],[9]). Ce systéme est en involution, si 1’algébre
de Lie de Gt, @, est involutive et que les deux fonctions structurales Cp,
Cp soient constantes et Cpz = Cp (ef. [6],[12]). Par conséquent, on peut
retrouver le théoréme suivant en utilisant le Théoréme de Cartan-Kéhler

(cf. [9D).

THEOREME 3-1. Si les conditions suivantes sont vérifiées;

i) ©} est involutif,

ii) les fonctions Cz et Cp sont constantes, et Cz = Cp,
alors P(B) et P(B’) sont localement isomorphes. Autrement dit, pour
tout X e P(B) et tout X' e P(B’), il ewiste un difféomorphisme local ¢
d’un voisinage de @(X) sur celui de @w'(X’) tel que ¢(P(B)ly Q) = PB)|y,,
3X) = X".

Au point de vue des G-.G-structures B et B’, les conditions i) et ii)
de ce théoreme seront indirectes. Mais, en ce qui concerne la condition
i), on peut établir le théoréme suivant.

THEOREME 3-2. Soit (V,W,®) un systéme compatible. Pour que
Palgéble & soit tnvolutive, il faut et il suffit que & soit involutif.

Laissons la démonstration de ce théoréme pour le moment.

THEOREME 3-3. Soit B (resp. B’) une G-G-structure analytique réel
de base (M,a,N,?") (resp. (M',o/,N', 7)) et de type (V,W,G,). Si les
conditions suivantes sont vérifiées;

i) ©, est involutif,

ii) Cgz et Cpz sont constants et Cz = Cp,
alors B et B’ sont localement isomorphes. Emn conséquence, les pseudo-
groupes I'(B) et I'(B’) sont localement isomorphes.

Ce théoréme résulte du Théoreme 2-2, du Théoréme 3-1 et du Théo-
réeme 3-2.

THEOREME 3-4. Soit B(M,a, N, ?") une G-G-structure analytique réel
de type (V,W,G,). Supposons que ®&, soit involutif et que Cz soit con-
stant sur P(B). Alors le pseudo-groupe des automorphismes de B, I'*(B),
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opéere transitivement sur M. En conséquence, le normalisateur N(I') de
I' = I'(B) est tramsitif sur M, et les pseudo-groupes I'(B), (Ee€N) re-
streints aux fibres de la fibration a: M — N sont ausst localement iso-
morphes.

Ce théoréme résulte du Théoréme 2-3, du Corollaire 2-1 et du Théo-
réme 3-3.

Voici maintenant trouvons-nous le Théoréme 3-2. Soit (V, W, ®) un
systéme compatible. En posant $ = Hom (V/W,®*), on a

HOG = G,
L’isomorphisme est donné par
3-1 #(X, Y)(4,v) = (X)), Y(v))

Xe Ye®, Aec®* ve V), ourdésigne I’application canonique V—V/W.
Soient 7 la dimension de V et m la dimension de V/W. Posons, pour

une base (x) = {x,, - -+, x,} de V,
Bi(@) = {X e B X(@) = - = X(@) = 0},
$i@) = {Y e 9| Y(x(x)) = -+ = Y(z(z,) = 0},
G2) ={Ze®|Z(x) = --- =Z(x) = 0},

k=1,2,..-,n). En vertu de (3-1), on a aisément le
LEMME 3-1. Pour tout k=1,2,.--,n,
Gi(@) = fule) ® Gy(@)
Ensuite, posons
() = {H e Hom (V, )| Hu)(z(v)) = H®)=(w)),u,v e V}.

Soient Hep(§) et weW. Pour tout uweV, on a Hw)(xw)) = H(u)
«(z(w)) = 0, par suite, ﬁ(w) =0 quel que soit w dans W. Donc p(9)
s’identifie & ’espace vectoriel

$® = {H e Hom (V/W, ) |HE) ) = HE), §,9e V/W}.

Par conséquent, on a

(3-2) dim p(®) = dim $© = dim G* x ﬂ(ﬁ;—n )
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Posons, dé plus,
92 ={Ye|Y@z)=---=Y) =0 (*=12---,m),
pour une base (2) = {z,, ---,2,} de V/W. Alors on obtient le
LEMME 3-2. Pour toute base (z) de V/W,
dim p() = dim § + > 75 dim §(2) .

En effet, posons V = V/W et désignons par W,(z) le sous-espace
vectoriel de V engendré par 2y 2, (BR=1,2,...,m). Il est facile de
démontrer que 9,() s’identifie & 1’espace vectoriel Hom (V/ W.(2), ©®*).
Alors on a dim ,(z) = dim &* X (m — k), et par suite,

=1 dim $(2) = dim &* X STr-E (m — k) = dim &* X .m(m—z“ﬁ :

Et assertion résulte de la relation dim § = dim &* X m et (3-2).
LEMME 3-3. (&)™ = p(9) @ &,

En effet, ’espace vectoriel Hom (&* @ V,®% s’identifie & la somme
directe Hom (&*, ) ® Hom (&*, &) ® Hom (V, $) ® Hom (V,®), puisque
Gt = 9P S. Il en résulte que X ¢ (BH® peut &tre partagé en quatre, i.e.,
X=X +X,+X,+ X, X, e Hom (&*, §), X, ¢ Hom (&*, &), X; ¢ Hom (V, )
et X,eHom (V,®). Comme X satisfait & la relation X(A,w)(B,v) =
X(B,v)(A,u) pour tous 4,B e &* et tous u,veV, on a

(3-3) X,(A)(x(v)) = X(B)(z(w))
(3-4) X (A)W) = X,(B)(w)
(3-5) Xy (x()) = Xy(v)(x(w))
(3-6) X)) = X,()w) .

Si B =0 dans les relations (3-3) et (3-4), on a X, = X, = 0. Par suite
@Hv < Hom (V, ) @ Hom (V,&). Mais (3-5) et (3-6) signifient que
X,ep(®) et X, e @™,

Démonstration du Théoréme 3-2. Supposons tout d’abord que &
soit involutif. Soit () = {z,, - - -, #,} une base de V vérifiant la relation
dim G® = dim & + >eoidim ®,(x). Nous pouvons supposer que {z(x),
.-+, z(xy)} soit une base de V/W en remplacant la base (x), s’il en est
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besoin.
Ceci étant, on a facilement
(3_7) ék(x) = @k(z) (k =12 "m) ’
@) =0 (k=m,m+1,---,n),

en posant (2) = {z()), - - -, 7(x»)}. Prenons une base de &*, {z,_,, - - -, Zy};
@) ={xy, ++ ) %y Tpy1y - > Xy} devient une base de G* D V. D’aprés la
définition de &*, on a

@5%(@) = ~‘;‘(x) (k = 1) 29 c ',/n) ’

Gz =0 (k=mn,---,N).

Les Lemmes 3-2, 3-3 entrainent

3.8) ‘ {

dim () = dim p(®) + dim G
=dim § + > 7' dim §,(2) + dim & + > 321 dim G,(x)
= dim (§ D &) + > r-1dim (9:(2) D G, () .

En vertu de la relation &* = $ P & et du Lemme 3-1 et des (3-7), (3-8),
on a dim (&) = dim &* + > ¥ dim &4(z). Donc &' est involutif par
rapport a la base (Z).

Inversement, supposons que &* soit involutif. Soit (v) = {v,,v,, - - -,
vy} une base de &* @V vérifiant dim ()P = dim &* + > 7 dim &4(v).
Posons v, = A, + 2, (4,e®*,2,eV,i=1,2,..-,N). Comme &, -,y
engendrent l’espace vectoriel V, on peut choisir une base {xy, :- -, %}
de V telle que

D {&ep o) Sl --yanet 1<k <k<-..<Ek,<N,

i) = =a2,,=0, si kb, =2,

iii) pour tout ¢ =1, X1 c s Tiyy,-1 SONt représentés par la
combination linéaire des x;,---,2;,. Posons y, =2, ¢=12,---,n).
Comme &* annule ®&*, on a facilement

a) G ==, ()= si k =2,

b) ®f(y) = &(v) G=kypk,+1,- -k, —Li=12,..-,n),

0 Giw)=0 @G=Fknk,+1,---,N),
et par suite,

2oiatdim Giv) = Ykt dim Gi(v) + 3o (R dim G(v)
+ 215, dim Gi(v)
= (ky — 1) dim & + 3721 (qyy — ko) dim Gi() .
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On obtient, en outre,
(3-9) S5t dim G4(v) = Yzl dim G5(y)

puisque k, -1 =0 et k;,, — k; =1 pour tout 1 =1,2,---,n — 1. D’apres
le Lemme 3-1, le Lemme 3-3 et (3-9), on a

dim p(9) + dim G = dim § + dim @ + Yzl dim () + ot dim G,@) .

x(yy), - - -, n(y,) engendrent l’espace vectoriel V/W, c’est pour cela que
lon a dimp($) < dim $ + S22 dim §,(¥). Donc on a dimG® > dim® +
>acidim ©;(y). Ceci signifie que & est involutif. c.q.f.d.

§4. Exemple

Nous allons calculer un exemple qui a été pris par E. Cartan ([2]
n° 29). Il ¢’agit d’'un exemple trés simple qui pourtant contient en soi
les subtilités de la théorie.

Soient M = R* muni des coordonnées (x,y) et N = R muni de .
Considérons la fibration évidente «: M — N, (x,¥) — «, et considérons le
pseudo-groupe sur M

r: {X =2
Y=y+ /@,
ou f(x) désigne une fonction locale différentiable.
Soit V = R* muni de la base {e,e,} canonique, et désignons par W
le sous-espace vectoriel de V engendré par 1’élément e,. Considérons, de

plus, le groupe de Lie G, de GL(n,R) formé par les éléments sous la
forme

(1 O)eGL(z,R), PeR.
p 1

Alors (V, W, G, est un systéme compatible (cf. §2).

Définissons une section I: N — M par I(zx) = (2,0),xe N. Comme
v = I*T(M) est trivial, la G-G-structure B déterminée par I' est con-
sidérée comme une sous-variété différentiable de ’espace fibré des repéres
de M,F(M). Considérons la section différentiable de F'(M); (x,y)(e) =
(i) , (@, Y)(e) = (i> ,(@,y)e M. 1l se trouve que la G-G-structure
ox/ v 0Y/ (v
B est isomorphe & M x G,; 'isomorphisme est donné par ¢: M X G,— B,
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(@Y, 9) = o(x, 99, @, Y) e M,9e G, Il est immédiat de constater que
G¥ est formé par les éléments sous la forme

(Z 2)eGL(2,R), a,b,ceR, acx0.

Comme le groupe structural de B coincide avec G =N X G, II(V", &)
g’identifie & N X G¥. Donc B est de type (V,W,G,). On a aussi M(®)
= M X G¥, puisque II(¥",G) = N X G¥ (cf. Proposition 2-1).

Soit &F Palgébre de Lie de G¥, i.e.,

¥ = {(a O)egI(Z,R)[a, b,ceR} .
b ¢

Prenons la base {X,, X,, X;} de &F;

X1=<1 0), Xz=<0 0), Xa
0 0 1 0

vérifiant les relations

Il

)

[XIDXZ] = —Xz ) [Xu Xa] =0 ’ [Xz, Xs] = _‘Xz .

Calculons les champs de vecteurs X} sur M(G), 1 =1,2,3, on a

2 9 2 2
Xt =ao(Z) +0(%),  Xe=o(F), xe=oZ),
F=0Ge) TG : = A5 $ = %5

ou (a, b, c, z,y) désigne le systeme des coordonnées de M(G). En suivant
la construction dans la démonstration du Lemme 2-2, nous construisons
la section différentiable de @: P(B) — M(G) par rapport a la section
z: M — B; on a aisément

tw(A) =Af AeGf,

t(u)(e) = a(ga;)u + b(a% )u ’

#u)(e) = c((%) ,

pour tout u = (a, b, ¢, 2, y¥) € M(G). .
Il est immédiat de constater que G} est formé par les éléments sous
la forme
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1 0 0 « O
01080
0 01 y 0|leGLG5,B, a, By, PER .
00 010
00 0 »p 1

Done (@, b, ¢, 2,9y, a, 8,7, p) est considéré comme un systeme de coordonnées
de P(B).

Soit w la forme extérieure canonique sur P(B) & valeurs dans &* P V.
En posant w = o' X, + 0*- X, 4+ 0*- X, + -, + o*-¢,, calculons chaque
w'; on a

da
a

b

o = —ﬁdx -+
a

)

= _Bgy_bde 14
C

a c a
w3=~Lda7—l—d—c,
a Cc
w“:ldx,
a
cu"’—_——b+pcdx—|—ldy,
ac c

et par suite,

do' = —2' A\ o,

do? = o' N\ 0* + & N\ & — 22N o,
do® = —2* A\ o,

do' = —o' N\ o*,

do’ = —0* N\ o* — * N\ 0® — 2* N\ o,

ou £, ...,0* désignent respectivement les formes

O =da — ao',
2" = dp — 2pw' + po* + (@ — P,
QP =dy — yo',

2* = dp — po' + po® — yo’ .

Il en résulte que la fonction structurale Cp de P(B) est constante.
Soit F' un isomorphisme locale de P(B). En posant a¢oF = F,,boF

https://doi.org/10.1017/50027763000024788 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000024788

170 TATSUO HIGA

=F,,¢coF =F,,20F = F, et yoF = F}, calculons chaque F,; on a

F, = f'(@)a,

F, = g(®)b + A(x)c,
F; = g@)c,

F,= f(»),

Fy= 9@y + ),

ou f,9,h et A désignent des fonctions locales différentiables et f/ la
dérivée de f. D’aprés la théorie générale, le pseudo-groupe qui laisse
I' invariant est donné par

I*:¢ = {Xif(x)
Y = g(@)y + M=) .

Dans ce cas-1a, ce pseudo-groupe coincide avec le normalisateur N(I")
de I'. L’isomorphisme de fibrés vectoriels  associé & 1’élément ¢ est
donné par

Y(e) = fl(w)e, + A@)e, ,
¥(e) = 9(x)e, .

En posant ¢ = id, on voit que 1’élément ¢ appartient encore & I'.
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