SUR LA COHOMOLOGIE NON ABELIENNE I
(dimension deux)

PAUL DEDECKER

1. Introduction. On sait que la définition de la cohomologie d’un espace X
a coefficients dans un faisceau & de groupes non abéliens est liée a la classifi-
cation de certains types d’espaces fibrés principaux de base X (1; 8; 10).
Cette cohomologie se définit assez facilement en dimensions zéro et un, mais
pour certains problémes, il serait utile de pouvoir la définir en dimension deux
également.

J’ai abordé la question dans (3; 6) mais un certain nombre de difficultés
subsistaient qu'il semble utile de chercher a éliminer, ce qui est I'objet de la
présente note.

Remarquons d’abord que la définition de H°(X, ), groupe des sections de
©, est triviale, aucune difficulté ne résultant du caractére non abélien de ®.
En ce qui concerne H' (X, &) une difficulté nait du fait que cet ensemble n’est
plus un groupe, méme non abélien; il posséde toutefois un élément neutre
privilégié. Par contre on ne voit pas du tout comment définir un H*(X, ®);
plus précisément on ne sait pas comment caractériser un 2-cocycle parmi les
2-cochaines, ni a fortiort les classes de 2-cocycles qui constitueraient des
classes de 2-cohomologie. Une solution avait été proposée dans (3) en appelant
2-cocycle une 2-cochaine qui devenait un cobord par un plongement conven-
able du faisceau & dans un plus grand faisceau $ et par une définition des
classes destinées a prolonger jusqu’'en dimension deux la suite exacte de coho-
mologie associée a une suite exacte de coefficients. Cette solution n’était qu’'im-
parfaite pour deux raisons: 1. la cohomologie H? obtenue était tronquée, c’est-
a-dire ne redonnait qu'une partie de la cohomologie usuelle dans le cas abélien;
2. les classes de 2-cohomologie n’étaient plus des classes d’équivalence. (La
version proposés dans (6) éliminait cette derniére difficulté mais pas la
premiére.)

Par aprés, j'ai remarqué que l'on pouvait récupérer une structure algébrique
en dimension un a condition de plonger I'ensemble H' (X, &) dans un groupoide
DX, ®) se réduisant au groupe de cohomologie usuel dans le cas ot & est
abélien et possédant par ailleurs une signification géométrique intéressante.
Toutefois afin de conserver la technique des suites exactes il devenait nécessaire
de plonger les H°(X, &) dans de nouveaux ensembles $°(X, &) munis égale-
ment d’une structure de groupoide adéquate (et non nécessairement unique).

Il est assez remarquable qu l'utilisation de groupoides en dimension un
permet de donner une solution aux difficultés rencontrées pour définir un
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(X, ). Cest cette solution que nous exposons ici sans nous occuper de
récupérer une structure algébrique. Celle-ci demanderait qu’il soit fait appel
A ce que nous avons appelé des ‘“‘espaces fibrés non holonomes’ (6) et impli-
querait en outre un nouvel élargissement des groupoides ! et H°.

2. Systeme @ de coefficients non abéliens. Rappelons qu'un faisceau de
groupes sur un espace topologique X est un nouvel espace & satisfaisant aux
conditions suivantes:

(1) il existe une application continue p de & sur X appelée projection;

(2) tout point g € & posséde un voisinage ouvert U tel que la restriction

p| U soit un homéomorphisme de U sur un ouvert de X;

(8) chaque ®&, = p~'(x), x € X, est muni d’une structure de groupe
d’unité e, telle que les applications x — e,, g — g7, (g, h) — g.h (res-
pectivement de X dans &, de & dans &, de & Xx & dans &) soient
continues. (On note & Xx & I'ensemble des couples (g, k) € & X &
tels que p(g) = p(h).)

Les ensembles &,, x € X sont appelés les tiges du faisceau .

Pour tout groupe G, notons I (G) le groupe de ses automorphismes intérieurs,
quotient de G par son centre Z(G). Si & est un faisceau de groupes, soit )
I'intérieur de la réunion des Z(®x). Le quotient &/%) est un nouveau faisceau
noté §(®) et appelé faisceau des automorphismes intérieurs de . On a pour
tout x une surjection canonique 7, et une surjection globale ¢:

i &, — 3, : O — §.

La topologie de & est définie de telle sorte qu’'une section locale s: U —
(U ouvert de X) soit, dans un voisinage 17 de tout point x € U de la forme
s=1dtou t: V— O est une section locale de & (topologie telle que 7 soit un
homomorphisme de faisceaux).
N.B. Par “section”” on entend ‘‘section continue.” Par “‘application locale”
PI
définie sur un espace X, on entend une application définie sur un ouvert de X.
Soit maintenant  un nouveau faisceau de groupes sur X qui soit un faisceau
grouyg q
de groupes d’opérateurs sur & et supposons donné un homomorphisme
g PP F

p:®—A
tel que

(2.1) pour tout g € &,, p(g) opére comme l'automorphisme intérieur
défini par g: p(g)y = gvg™', v € O

(22)sia € Ay et g € O, on a (dans A, la multiplication y étant notée o)
pla(g)]oa =aop(g) ou  pla(g)] =aop(g) oo

Exemple. Les conditions précédentes sont par exemple vérifiées si & est un
sous faisceau normal d’'un faisceau § de groupes sur X et si A = J(O), p
étant induit par l'inclusion @ — $. Ou encore si A est un faisceau de groupes
d’automorphismes de & contenant J(®) et & — A P'application canonique.
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Définition 2.1. Un triple ® = (U, p, A) satisfaisant a ces conditions sera
appelé un systéme de coefficients pour la cohomologie (non abélienne).

Remarque 2.1. Un simple faisceau @ contient suffisamment d’inforniations
pour construire un groupe de cohomologie de dimension zéro et un ensemble
ou un groupoide de cohomologie de dimension un. Toutefois dans ce groupoide
un faisceau d’automorphismes intervient de fagon cachée et il doit étre ex-
plicité si I'on veut pouvoir écrire des suites exactes de groupoides.

Remarque 2.2. Le cas usuel en cohomologie—que nous appelerons dans la
suite le cas des coefficients abéliens—est celui ot & est un faisceau de groupes
abéliens et ol U est le faisceau trivial tel que le groupe A, pour tout x € X
soit réduit au seul élément unité et ol p est I'homomorphisme trivial. Bien
entendu si I est différent de ce faisceau trivial, & étant cependant abélien,
on ne se trouve déja plus dans le ‘‘cas abélien.”

Afin d’étre complets, rappelons encore la définition d’un groupoide, cas par-
ticulier des systémes multiplicatifs.

Definition 2.2. On appelle systéme multiplicatif un ensemble muni d'une loi
de composition non partout définie appelée multiplication. Dans un tel systéme
on appelle unité tout élément e tel que si un composé ex ou xe est défini,
ce composé est toujours égal & x. Deux unités composables sont donc égales.

Definition 2.3. On appelle groupoide un systeme multiplicatif satisfaisant
aux propriétés suivantes:

G1. Si 'un des éléments x(yz) ou (xy)z est défini, 'autre l'est et ils sont
égaux;

G2. a tout x correspondent des unités e, et e telles que les composés x e,
et ,e x soient définis;

G3. A tout x correspond un x’ tel que x’x soit défini et égal A e,.

Propriétés des groupoides:

1. Les unités e, et ,e sont uniquement définies par «x.

2. Un composé xy est défini si et seulement si e, = ,e.

3. Une unité est toujours composable avec elle-méme.

4. Le composé xx’ est toujours défini et vaut .e.

5. Une égalité yx = zx (resp. xy = x3) entraine y = 2; donc x’ est unique-
ment défini par x; ou le note x~ 1.

3. Cochaines a valeurs dans ®. Le systéme & étant choisi une fois pour
toutes, considérons un recouvrement ouvert U = (U;);; de X. Pour une
suite 1y, . . ., 7 d'indices, on posera comme d’habitude

Uil..,,ilc = Uz'1 f\ PR f\ Ulk
Considérons les couples (g;;, a;;) de sections locales

g Uy — O, o Uy — A
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Définition 3.1. Ces couples sont appelés 1-cochaines (de U a valeurs dans
®); on vérifie qu'ils forment un groupoide C'(U, ®) si 'on adopte une loi
de composition pour laquelle un produit

(3.2) (g5 @)+ (gigy @4y)
est défini si o, = p(g;;)aqy et est alors égal a
(3.3) (gisgis @ij)-
Définition 3.4. La cochaine (g;,, a;;) est dite alternée si
(35) Qi = a]"ily Qi = 11
(3.6) iy = iy (g;il)y g =1L

ProrositioN 3.7. Les cochaines alternées forment une sous-groupoide

S (U, ®) de €1 (1, P).
Démonstration. Supposons le produit (3.2) défini, ses facteurs étant des
cochaines alternées; il sufit de montrer que sa valeur (3.3) vérifie
1 -1
i gis = iy (g5i g5 )
Orona

gij = a”(g;.l-l),
gy = oiy(€ii") = giyrais(€ii) lga
gty = gurau(gn) g gy = ai(grie ).
C.q.f.d.
4. Cochaines de dimension deux.

Définition +.1. Une 2-cochaine de U a valeurs dans & est un triple (a;/,
Yk, @) de sections locales

r . . T 1
ay e Uy — A, Yigr: Uig — O
tel que dans U, j, on ait
’ ’ ’
(4-2) O jO gy = P(‘Yij/c)az‘jaikam~
Ces cochaines forment un groupoide G2(11, ®) si I'on convient qu'un produit
’ A ’
(61‘]’1 0ijlcr ﬂij)(aijv Y ks 01[;‘)
est défini si et seulement si 8;, = o, et est alors égal &
’
(B7sr Oz ¥ ijar @ig)-
Cette définition est légitime car si les deux facteurs sont des cochaines il en

est de méme du produit.
Pour toute 1-cochaine (g, «) = (g4, @;;) on posera
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(ga) i = p(gis) 0 @y,
g;] = gij défini dans l/vij, g;]{ = Olij(gjk) défini dans Uvijk,

g]z';k = a;;0 ajk(gkl), défini dans U‘ijkly etc. ...
(4.3) (3ag) 12 = 15 Lk i1 -

On remarquera que la premiére des conditions (3.6) de l'alternation d’une
1-cochaine (g, @) s'écrit
g = (&)-
Définition 4.2. On appelle 1-cobord 1'opérateur
8l G (U, @) — C2(U, ®)

défini par

6'(g, @) = (ga, dag, @) ou explicitement
8'(gis aiy) = ((g) 11y (8ag) ijrr @is)-

Il faut évidemment vérifier que la condition (4.2) est bien remplie par
(4.4), ce qui résulte de

(4.4)

(o) 15(ge) s (ga)ii = p(g45) 0 @iy 0 p(gsm) © Az 0 p(gri) © ki
= p(gis) o [aifp(g]k)ai_fl] o [aijajkp(gki)ayv‘kla;jl] o (eri; 0 ety 0 ekq)
= p(gis) 0 p(g;;{) o P(nggk) o (@ijo a0 )
= P(gzg;igisz) o (eri; 0 gk 0 ).
Le passage de la deuxiéme 2 la troisiéme ligne résulte de la condition (2.2).
C.q.f.d.

Définition 4.3. On appelle fondamentale une 1l-cochaine (g, @) ou une 2-
cochaine (o', v, ) telle que les sections a;; coincident avec les sections unitaires
€;; qui associent a tout x € Uj;; I'unité de A,. Ces cochaines seront souvent
notées g = (gi;), (¢/,v) = (@i, vix); elles forment des ensembles que 'on
notera C'(Ul, ®) = C'(11, ®) et C'(U, ®) (avec I'indice a en cas d’alternation).

Remarque. Le cobord d'une l-cochaine fondamentale g = (g;;) est donné
par
(4.5) 3g = (p(gis), gisgsnlri)-
On posera
(4.6) (0g) sk = gisg 8-

En multipliant une cochaine fondamentale a gauche par une cochaine
quelconque telle que le produit soit défini, on obtient toujours une cochaine
fondamentale. Il est clair que le cobord d’une 1-cochaine fondamentale est
une 2-cochaine fondamentale.
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PRroOPOSITION 4.4. Le cobord &' est un homomorphisme de groupoides.

Démonstration. Si le produit (g’, ') (g, ) est défini, on a o' = ga et le
produit (g, ). 6(g, «) est donc lui-méme défini. Il reste a vérifier que

3(g'g ) = 6(g, o) 5(¢, o).
Le second membre vaut
((g'e) iy (Barg) i @'is) (@igy (Bag) i etiy) = ((g'@")is (Barg') 17 (0ag) iry tis)
ot oi; = (gd) ;. Ona g'd’ = g’ (ga) = (¢'g)a et la propriété résulte de
(Barg’) 15" (3ag) i
= gy (@) @iyl (gra) (g ais(gam) - eisogn(gei) ]
= gy guran(gn) g guroulgne (gl - ge) - go o[- ]

(gi-gis) i (gingan) - aija (gii)[au(g?kl) “oy5(g ) Jers o (gro)

I

(g'g) ij'aij[(g’g)]‘k] 'aija]‘k[(g’g)ki]

(8ag'2) it
C.q.f.d.

5. Alternation en dimension deux.

ProposiTiON 5.1. Soit (o, Yiu, €i5) le cobord d'ume 1-cochaine alternée
fondamentale (g;;, €:;). Dans ces conditions a; est alternée et on a les identités

Yiki = ajkaki(’)’ijk) ou Y = aikakj(’)’jki)

Yrij = aki(Vijk) ou Yy = Olzk(’Ykij)
Yik; = 'Yzfj]k
—1 -1
Yesi = arje;i(Yim) O Yo = aioe(Yegi)
—1 —1
Yiik = aji(’Yijk ou Y = aij(’thk)-

Démonstration. C'est une conséquence immédiate des relations
ai; = p(gis), Vi = Lislnlenr Liy = g}l.
Par exemple la premiére relation découle de
Vo = Eugri€is = Linlri(€isgm€ri)€ires = s (Y ige)-
De méme v = v, résulte de
Yijxk = Lij8ik8ki = (gz‘kgkjgtil = V?k]j-
Définition 5.2. Une 2-cochaine fondamentale (ayj, v, €:,) est dite alternée

sl ay; est alternée (c’est-a-dire vérifie la condition (3.5) de la définition 3.4)
et si elle satisfait aux identités précédentes.
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ProPOSITION 5.3. Pour qu'une 2-cochaine fondamentale (ay;, vij, €1;) Soit
alternée, il faut et il suffit que ay; le soit et que I'on ait pour tout triple (i, 7, k)
d'indices:

(5.1) Yrig = oki(Yage) et Yy = ’Y;ilk-

En effet de ces identités résultent

Yiki = aik('Ykij) = aﬂc(aki(’Yijk)) = ajk“ki(’Yijk)»
Vi = ai(Yas) = afi(77fllc)v

Vst = sy (Ying) = awsaji(Vige)-

C.q.f.d.

6. 2-cocycles.

ProposiTiON 6.1. S la 2-cochaine alternée fondamentale (cij, viu, €i;) est
le cobord de la 1-cochaine alternée fondamentale (g:;, €;,), elle vérifie pour tout
quadruple ordonné (1, j, k, I) la condition

(6-2) Yijk = ’Yijz'au(’Yzjk)"Yilk (dans Uijkl)-

Démonstration. En effet le second membre vaut

(€isgngui) * g~ (€u€ixgr) - Lui* (Gugulri) = Lis&inkri-
C.q.f.d.

Définition 6.2. Une 2-cochaine fondamentale alternée est appelée cocycle si
elle vérifie la condition (6.2) dans U, pour tout quadruple ordonné d’indices
(z, 7, &, 1).

La proposition 6.1 signifie que tout cobord d’une 1-cochaine fondamentale
alternée est un 2-cocycle.

Rappelons que 'on dit qu'un groupoide T' opére @ gauche sur un ensemble E
si l'on s’est donné une loi de composition (non partout définie) que I'on notera
multiplicativement a gauche I' X £ — E satisfaisant aux conditions suivantes:

1. si 'un des éléments

(g-g)x, g(x), g¢gcTl, «xCE

est défini 'autre I'est aussi et ces éléments sont égaux;

2. si e est une unité de T', chaque fois que e-x est défini cet élément de £
est égal a x;

3. pour tout x € E, il existe un g € T tel que g-x soit defini.

Par exemple si £: T' — IV est un homomorphisme de groupoides qui envoie
bijectivement les unités de T" sur celles de TV, on définit une telle loi de com-
position en posant

gx = h(g)-x, g €T, x<IV=E

si le second membre est défini. On obtient une loi analogue en se limitant au
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sous ensemble £ C T des éléments x qui ont une unité a droite donnée.
Par ce procédé et en faisant & = §, on définit une opération partiellement
définie de Gi(U, ®) sur I'ensemble CZ(U, ®) des 2-cochaines fondamentales
alternées.

ProrosiTioN 6.3. La loi de composition ainst définie fait de Ci(U, ®) un
groupoide d'opérateurs (a) sur ensemble Ci(U, ®) des 2-cochalines alternées
fondamentales; (b) sur I'ensemble Z2(\1, ®) des 2-cocycles alternés fondamentaux.

Démonstration (a). [On {fait, sans référence, un usage constant des relations
(4.2), (4.3), (4.4), (5.1), (6.2).] Il faut montrer que si (g, a;;) € EL(U, ®)
et (@i, Yijm €;) € C2(U, ®) on a encore

3(g @) (@, 7, €) € Coll, ®).
D’aprés la proposition 5.3, deux relations seulement sont a vérifier:
(Bag)ris Vs = (g)ual (Bag) 1w v asul,
(8a8) s Yy = Vi (0a8) T

Pour les établir on doit faire usage de la condition (4.2) qui, pour une 2-
cochaine fondamentale (a;;, v, €1;), se réduit &

LN —1
Q0O = p('Yijlc)y d’ou aijajlcaki(x) = Yijr X Yijke

En ce qui concerne la premiére, on a

(5ag)kij‘7k,ij = gki'alci(gij) 'Oékiaij(gjk) : (7kij‘£ki'7kji> "Ykijg;}

I

8ri- {am[gu'au(gjk) ‘Olijajk(glci) "Yij/r]} -g;?i‘

It

(ge)wil (Bag) g v asrl-
En ce qui concerne la seconde, on va montrer que
[(0ag) s virs 17" = (0ag) sV iser

Cela résulte de

[0ag) s Vs = Yo (g can(giy) - aanoe; (g5) |71
= Vi Canctrstyi(gag) - @anctrs () i (ges)
= Vi caar il iy (&) - ijon(gre)]
= Y Yirs Bag) iz Vise = (Ba) i ¥ ke

Démonstration (b). Il s’agit de montrer que si (g, ay;) € CHU, ®) et
(@i Yise €55) € Z2(W, ®)—c’est-a-dire si (6.2) est vérifié—on a encore

(aijv '?ijlm 51']) = B(gv 0[) ° (11, Y, e) 6 Zj(uv q))v

;= (ga)ijv Yo = (aag>7'j/c'71'jlc~
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On doit vérifier que l'on a dans Uy,
Vi = Vi &aVuyr) T
Le second membre vaut successivement
(8a8) 1517 v i5v [ ea((8ag) 16) ~@sr(vasn) ] (8al) sue* v iue
= {(0ag) 151" [V 151 @11((a8) ljk)Yt]z][‘le i (Vim) * (8ag) i au(’Yka) ’Ym }
{Vz‘jl'ail('Yzjk)'Vuk}-

La seconde accollade n’est autre que v, et on va vérifier que la premiére
vaut (0.g) ;- En effet elle est égale successivement a
il
(0ag) 151" {ssogivilg i ain((0ag) i) gual} - [ - - - ]
i1 ijli iji ij ijk 141

= gu ng gui *gir gu5 gk gkt g L]
lgigit-get e[ .. ]

Il

] 1]a]lall[gll aﬂ.l('Yljk) gll gélg;lg'glzikazl(’)/?]lk)]

Il

[
(... ] gzl : ijajl('Yljk'glk'gkik"Yl;k)
[

A
]gu “aj000500 01 (€ et Gxi

ijk ijl ijli zjkl> ijk

= gfj'gm (g 2 8o L ki

= g g gl
C.q.f.d.

7. Classes de 2-cohomologie. En coefficients abéliens, les classes de 2-
cohomologie s’obtiennent en ajoutant a un 2-cocycle z le cobord des 1-cochaines
y. Cette opération correspond ici & la multiplication a gauche de z ¢ Z,? par
les oy, y € .1

g —>0y-2.

Parmi les 2-cocycles alternés fondamentaux figurent les cobords des éléments
y de C,!'(cochaines alternés fondamentales) et, en coefficients abéliens, un
cobord 8y n'est pas altéré en ajoutant a y le cobord d'une 0-cochaine x €
C'(1, &). Il n'en va plus de méme dans 'analogue non abélien. En effet si

y = (gij, €i5), x = (hy), “ajouter & y le cobord de x""* se traduit par le passage
de
(7.1) y=(gpen) & g=x0y= (hgihi e).

L’opération [0 ainsi définie équivaut a faire opérer le groupe C°(1, &) a gauche
sur C'(11, ®). Simultanément les cobords passent de

N _ -1
oy = (a”, Yiik €7) & 0F = (masmy , ni(vin), €45,
ai; = p(gi),  Yir = Lulaleo  mi = p(hy).
*Voir a ce sujet (1;2; 8; 10; 11).
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Ceci conduit a faire opérer le groupe C°(U, %) (et donc C°(U, &)) sur C,2(11, &)
au moyen de

(7.2) 2= (aiy Yijw €15) = b3z = (maiﬂﬁl, N:(Vije)s €35), € = (1:) € CO(Uy A).
On doit évidemment vérifier que si z est alternée il en est de méme de £*z et

que C°(U, A) opére donc bien sur C.2(U, ®). De méme C°(U, ®) opeére aussi
sur C,2(1, ®) et on posera

X*Z = pX*z, x € C(11, ©).
Ce qui précéde démontre la propriété suivante:
ProrosiTION 7.1. St x € C°(U, Q) et y € C' (U, ®), on a
0(x O y) = wxdy.
On établit encore:

ProrositioN 7.2. Si £ appartient @ CO(\, A) et z & Z2(0, ®) il en est de
méme de £xz.

Autrement dit: C°(U, A) opére sur les 2-cocycles.

Démonstration. Solent z = (ayy, vix) € Z2 et £ = (9;) € C°(U, A). D’oun
S*Z = (ai/, ’)/ijkl), Olij, = niafj‘nj_l, ’Yijk, = 7]1('Y”]L) Orl dOlt Vériﬁer que (62)
entraine

'Ylijk = 'Y;jl'a;l('y’ljk)"y’ilb
Cela résulte de ce que le second membre vaut
711(’Yijz)"’Iiaimfl(”ll(’)’wk))‘TIi(’Yuk) = ﬂi(Vijz'aiz(Yzjk)"Yuk) = ni(Tijk) = ‘y'ijk.
C.q.fd.
L’opération O de C°(1, ®) sur C,' (1, ®)® s’étend a €, (U, &) en posant
pour x = (hy), v = (g, @s)):
x Oy = (ghpay) = (hguyey(h5), aiy),
ce qui est encore alterné vu que
[higuau(hf)]”l = a,-j(h]-)-g?jl. hit = au[hj-gn'aﬁ(h?‘)]-

Il existe une autre maniére de faire opérer C°(ll, ®) et plus généralement
Co(u, A) sur 1 (U, ), & savoir
(7.3) (x, ) = xxy = (n:(g45), ﬂiaiﬂﬁl) = (s aij)
ce qui est encore alterné en vertu de

Jir = ni(gi)) = niis(gs) = noim; Iny(gs0)] = @is(@s0)-

M Cfr. 1a définition 4.3.
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ProrosiTioN 7.3. Si £, v,z sont des éléments respectivement de C°(U, ),
&1 (U, @), C2(U, ) et st l'un des deux termes £x(8y-2), 6(Exy) - (£+2) est définz,
Pautre Uest et ils sont égaux:

Ex(0y-2) = 8(Exy) - (£+2).
Démonstration. Soient & = (ny), ¥ = (g4, asy), 3 = (agyy, vim). On a (cfr.
(2.2), (4.4), (7.2), (7.3))
gx(8y-2) = (nidimz s mil(0a) i Yeml), oty = p(gis)oass;
8(gxy) = 3(ni(gss), ﬂz'aiﬂ??l)
= (Bis n:(g1s) "’Iiaij‘ﬂylﬂj(gjk) 'ﬂiatjajkﬂzl"lk(gki), "710‘1;"'7;1)
= (Bugr M4 (3ag) esels mactagny”) (B = plnigi)loniaim")
= (nia'iﬂlj_‘ly 4[ (3ag) isl, maij"ﬁl);
fxz = (m‘aw'ﬂ;ly ne(Yim))
La proposition s’en déduit immédiatement. C.q.f.d.
D’aprés les propositions 6.3 et 7.2, pour tout 2-cocycle z € Z,2(1l, &),

I'élément £*(8y-2) (supposé défini) est encore un cocycle. Deux cocycles z et
2’ sont dits équivalents si 2’ est de la forme

3 = gx(6y-2).

Cette relation est manifestement réflexive, et on vérifie sans peine qu’elle est
transitive et symétrique grace au diagramme et a I'égalité suivants

0y-g

2z

l !

by 2 — o =% (898) —— Ex2

! ! !

g =% (8yd) —— x5 — (£-8) x3
g =tx(0yz) =08(E*y) (E*z) Sz =§1x[(E*y) 2]

N.B. Dans le diagramme les fléches horizontales (resp. verticales) indi-

quent une multiplication par un 2-cobord (resp. le résultat d’'un opérateur
3 — £xz).

Définition 7.4. On appelle classe de cohomologie de dimension deux de U
Q coefficients dans ® toute classe de cocycles équivalents au sens précédent.
La classe nulle est celle des éléments z = § * 8y, § € C°(U, A), v € C.1(1, ®).
En outre on distinguera encore les classes qui contiennent un élément de la
forme (ay; e €i;) o0 € représente une section unité (dans ce cas a;y est
automatiquement un cocycle de dimension 1 & coefficients dans A); ces classes
seront appelées neutres.

*Cfr. la définition 4.3.

https://doi.org/10.4153/CJM-1960-019-7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1960-019-7

242 PAUL DEDECKER

Il est clair que ces classes coincident avec les classes usuelles dans le cas
abélien. Cette définition se justifiera encore par la suite, voir notamment la
proposition 8.1 et la définition de 'opérateur cobord (9.4) de la suite exacte.
L’ensemble des classes sera noté H2(ll, ®).

8. Passage a la limite inductive. Soient U = (U,);cr, B = (V),cr deux
recouvrements couverts de X. Si 8 est plus fin que 1, il existe une appilcation,
dite admissible, ¢: R — I telle que V, C Uy, ce qui induit des applications
que nous noterons encore ¢:

¢: C°(11, ®) — C(B, @), C°(11, A) — C°(B, A),
¢: Ci(U, &) — CI(B, @),
¢o: C2(U, &) — C2(X, ), etc. . ..

qui sont compatibles avec les opérations considérées plus haut et qui trans-
forment un cocycle en un cocycle:

o(x Oy) = ¢x) Oy,
dlx*y) = ¢x) *o(y),
$(0y) = 06(y),
o(xxz) = o(x) *¢(2).
Dés lors ¢ induit une application
(B, W): H* (U, ®) — H*(B, @).

ProPOSITION 8.1. Cette application est indépendante de !'application ad-
missible ¢: R — I choisie. De fagon précise si ¢’ = R— I en est une autre et si
z € Z,2(0, ®) les cocycles ¢ (2) et ¢'(2) relatifs au recouvrement plus fin B sont
équivalents.

Démonstration. Soit z = (a;,, vijr €i;) € Z.2 (U, ®) et pour trois indices
7, s, t du recouvrement LB, posons

o(r) =14, o) =4, o) =k,
o'(r) =7,  ¢(s) =7, ') =F.

Les cocycles images de z par et ¢’ s'obtiennent par des restrictions appro-
prlées que nous écrivons briévement

¢(Z) = (ar.h Yrsty frs) = (aij» Y ik eij)
¢,(z) = (a’rm Y rsor elrx) = (ai’j’v Yitik 6i’j')~

La proposition sera établie si nous exhibons & = (n,) € C(%, A), v = (s
ars) € G1(B, ®) tels que

(8.1) Ex¢'(2) = 0y 9(2).
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La solution est, nous allons le voir, fournie par
v,
Vs = 71’1"]’7'[]"]“/7-"

Nr = Q4yp

La premiére chose & vérifier est 'alternation de (y,s, a.,;s), ce qui résulte de
Vit = Y 5 @ (Yaar 1) Viss
Vrs = Yir Yy = Yivgay(Viwy) = (Ve viey),
y?f = ay(Yirv Vi = ors(Yor).
Le premier membre de (8.1) est
(8.2) (@ivaypag g aw (Yogw), €oy) = (7770"737];1; Nr(Yrse)s €rs)
et on a, par des applications répétées des relations (4.2), (4.4), (6.2):
n:(Yrse) = aii’(‘)’i’j/k’) = aii'(’Yi'j'i'Oli'i(7ij'k')"Yi'ik')
= Yy Yk Y = (’Ym'j"’Yij'y)'aij(‘)’jj'k')"Yiﬂc"’)’ik'i'
= Vesroi; (Yipn Yiw ) Yiw o
= yrs‘aij[’}’jj'k/ "ij/k‘ajk(’)’kk' z) "iji]")’ik' i’
= Yrsrars(Vso) oijagm (Yan i Vres) Yiwr v
= yrs'ars(yst)‘aijajk['Ykk'i"Olki' (’Yi'k'i) "chi'i]"Yijk"Yik'i'
= yfs-ars(ysz) 'aijajk[(’Ykk' 'Ykt 1) *Yriit Okt (’Yi'k'i)‘Yki'i]"Ytjk"Ytk'i'
= yn'ars(ysz) 'arsast(ytr) OO RO 0 4 O (Ol 4 (’Yz"k' 1) Yk Yk it
= (5a3’>rs¢"¥wk‘7m'k'"Y?jlk‘”)’ijk'ﬁ’ik'i'
= ) rse Vi = 0ad)rse Vrsu

Ceci montre que les termes centraux a trois indices des deux membres de
(8.1) sont égaux. Il reste & prouver que

r, =1 _

Nr&rsfs = P(yrs) O Qs

ce qui résulte de
r =1 __
NrQrsNs = Qi@ 7 ye gy
p(¥rs) 0 @rs = p(Yivy Viys) O @iy
= Q@ O O O GO = Ot Qe QL
Ceci achéve la démonstration de la proposition.

Définition 8.1. La limite inductive des ensembles H?(ll, &) par rapport
aux (B, N) est appelée ensemble de cohomologie de dimension deux de I'espace
X A coefficients dans ®. Cet ensemble est noté

HYX, ®) = lim H*(U, ®);
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il posséde: (a) un élément nul ¢, image des classes nulles des termes de la
limite; (b) un sous ensemble E? d’éléments neutres obtenu de fagon analogue
(partie neutre).

9, Suite exacte. Soit une suite exacte

9.1) e-—>‘ﬁi>©—i>$)——>e

de faisceaux de groupes (non abéliens) sur 'espace X. Il est bien connu qu’elle
engendre la suite exacte de cohomologie (voir (2;9; 11))

-0

.0
9.2) e—H'X, %) LH (X, )L HX, )
0 -1 .1
L wmLE®x, e) L, 9)

et que celle-ci peut d’ailleurs s'immerger dans une suite, plus précise, de
groupoides a condition de remplacer le foncteur H par $ ou Hy, (voir (4;5; 6)).

[Rappelons que pour tout faisceau de groupes & sur 'espace X, on designe
par H°(X, ®) le groupe des sections globales s: X — &. Pour un recouvre-
ment ouvert U = (U,);r de X, une 1l-cochaine fondamentale g;; est appelée
1-cocycle si g;; = gugri. Deux 1-cocycles g, g:;/ sont dits cohomologues s'il
existe une O-cochaine %;: U; > ® telle que g;;/ = higih;"'. Les classes de
cocycles cohomologues forment un ensemble H'(11, @) de limite inductive
H'(X, ®). La classe des 1-cobords, c’est-a-dire des 1-cocycles g;; = hh;7! est
dite neutre et induit un élément neutre ¢! € H' (X, ).

L'exactitude de (9.2) est 'exactitude usuelle pour les groupes jusqu'au
terme H°(X, ); ensuite elle signifie que I'image d’une application coincide
avec l'image inverse de I'élément neutre par la suivante.

On notera que le foncteur H utilise en dimensions 0 et 1 une notion moins
précise de “‘systéme de coefficients,” c’est-a-dire seul le faisceau & intervient,
le faisceau d’automorphismes 9 et 'homomorphisme $ ne jouant aucun rble.
Voir la remarque 2.1.]

Nous allons considérer un systéme ® = (&, p, A) tel que les éléments de
A laissent invariant le sous-faisceau N de &. Il en résulte alors un systéme
= (M, p,A) ot p = pot: N — A. Ces systémes permettent de définir
H2(X, ®') et H*(X, ®), ainsi qu'une application

(9.3) 2 (X, ') —» X (X, ®)

qui transforme une classe neutre (resp. nulle) en classe neutre (resp. nulle).
On définit ensuite une opération

(9.4) st IN(X, ©) — H*(X, &)

a condition que X soit paracompact. A cet effet on représente un élément de
H'(X, ) par un cocycle ky; € Z,2(1, ) pour un recouvrement 11 suffisam-
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ment fin pour que %, soit I'image d'un g;; € C,'(U, ®)®. Soient alors a;; =
p(gi;) et vy = (8g):;x le couple (ay,, viy) est un élément de Z2(U, ®); en
remplagant g;; par un autre élément g;;/ se projetant sur %;; et de méme en
faisant varier k;; dans sa classe de cohomologie le couple (a;j, v:5) ne sort
pas d’'une classe de cohomologie de H?(U, ') dont I'image dans H?*(X, &)
est elle-méme indépendante de U. D’ou l'application (9.4). Ces affirmations
se démontrent aisément en considérant la diagramme (9.5) ci-dessous et en
examinant ce qui se passe en remplagant modifiant g;; dans l'image inverse de
hij, puis k;, dans sa classe de cohomologie. Ce mécanisme est I'une des justi-
fications de la definition 7.4 de classe de 2-cohomologie.

ProposiTiON 9.1. L’espace x étant paracompact, pour qu'un élément de
HY(X, ) soit dans U'image de 7', il faut et 1l suffit que son image par 6 soit une
classe neutre de H*(X, &').

Démonstration. Au niveau d'un recouvrement U convenable la définition
de l'opérateur &' correspond au diagramme suivant (voir (4.5), (4.6))

147 _—’]-_—'_) hi]’

15 et

1
loisy vie = (8g) szl = loi; = p(g4s)s (8g) isx] EN @iy, €s5t]

(9.5)

dans le quel 7 et j representent les applications induites par les homo-
morphismes de méme nom dans (9.1). Il indique comment on passe du
1-cocycle ky; au 2-cocycle z = (ayj, viy). 11 est facile de voir que la condition
nécessaire et suffisante pour que la classe de z soit neutre et qu'il existe
y € G1(U, ®') de la forme y = (945, @;;) tel que dy-z soit de la forme (o,
eim). Or 8y-z = 8(gy;/) avec gif' = 4,845 la condition est donc équivalente
a l'existence de (g;;/) € G,'(U, ®) tel que

J(gi) = j(g), (08" i = €ippe C.q.f.d.

ProposiTiON 9.2. Pour qu'un élément de H?*(X, ®') soit dans l'image de
lapplication 8, il faut et il suffit que son image par 1* soit la classe nulle de
H*(X, ®).

Démonstration. La condition est évidemment necessaire en vertu de la
définition de &' (cf. le diagramme (9.5)). Soit z = (@i, vi;) un élément de
Z.2(11, ®'); sa classe est envoyée sur zéro par 72 s'il existe £ = (¢,) € C°(U, A),
y = (giy) € C1(U, ®) tel que z = £ * y c'est-a-dire

- —1 -
oy = Ep(gi)E7Y Vi = £i(gii8ngni) -
W Un recouvrement suffisamment fin existe parcequ’on suppose X paracompact. La démon-

stration est la méme que dans le cas abélien. Voir par example [1, b] ot le probléme est examiné
dans I’hypothese ol le faisceau N est dans le centre de ©.
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Mais alors 3’ = £! %z = §y est dans la classe [z] de z et hy; = j(g,;) est un
cocycle de Z,'(U, $) dont la classe [k] est envoyée sur [z] par L. C.q.f.d.

Suite exacte croisée. Supposons qu'il existe associé 4 la suite exacte (9.1) un
homomorphisme k: § — © tel que j o k soit I'identité de $. Alors @ s'identifie a
un produit direct croisé de M et et nous dirons que la suite exacte (9.1) est
croisée. En vertu de (2.2), p(MN) est nécessairement distingué dans N et nous
pouvons former le quotient Y’ et 'homomorphisme canonique:

A=A = A/p(N).
Comme N est invariant par 2, on fait opérer A sur  en posant
a(jg) =jlag), a €A g€G
et les éléments a = p(n), n € N opérent trivialement vu que
p(n)(jg) = jlo(n) gl = j(ngn™) = jg.
I1 s’ensuit que A" opére sur H de telle sorte que
(ma) (jg) = j(ag).
On va voir que si p” = wpok: $ > A",
p"' (jg) = m(p(g)].
En effet o'’ (jg) = mpkjg et, comme kjg et g ont méme image jg = k dans D,
on akjg =g-n,n € N Dés lors
"' (jg) = mo(g-h) = 7[p(g)-p(n)] = w[p(g)].
Il suit de 1a que
o (h)(Gg) = mo(e)- (jg') = jle(@) ()] = jgg's™") = h-jg' I,
o' [ma(jg)] = p"[jalg)] = mpkja(g) = mpa(g) = wleop(g) o'
= (ra) o mp(g) o (ma)™" = (wa) 0 p" (jg) o (wa)~".

Ceci montre que 'homomorphisme p'': § — A"’ vérifie (2.1) et (2.2) et que
®" = (9, p/’, A”) est un nouveau systéme de coefficients. Si z = (@i, vin) €
C.2(U, ®), on forme 2"’ = jsz = (7as,, jvin) €t on a

P”(j')’ijk) = 7rp(7i]lc) = W(aijajkaki) = TA;; O T 5 O WOy,

c'est-a-dire z” € C,2(1l, ). Ceci donne lieu & une application (compatible
avec les parties neutres et les éléments nuls):

i HN (X, ®) — (X, 8).

PROPOSITION 9.3. St la suite (9.1) est croisée, pour qu'un élément de H*(X, ®)
soit dans U'image de 12, il faut et il suffit que son image par j* soit neutre.

Démonstration. Conservons les notations précédentes et supposons que z €
Z2(1, ®). Si z provient de Z,2(1, ®'), on a v, € N et la partie ““il faut” est
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immédiate. Réciproquement, supposons que la classe de 2’ soit neutre: il
existe donc ¢ = (84, eii) € Z,L2(W0, ), 9" = (hij, wayy) € EH(U, @) tel
que i.// — By//'zll:

B = p”(hij)owaij, Lijg = (Orah) it JY 10
Soit y = (g aiy) € C1(U, ®) tel que jg;; = hy, et soit § = dy-3:
{ = (Bm (aag)i]’k"yuk)y Bi;, = P(gij)oaij-

On a j*¢ = ¢ et j[(0ag) isk-vis) = €, ce qui montre que ¢ provient d’'un
élément de Z,'(U, ). C.q.f.d.

Les résultats classiques en dimension zéro et un augmentés de ceux de ce
paragraphe donnent lieu au

THEOREME 9.4. St U'espace X est paracompact, & la suite exacte (resp. exacte
croisée) (9.1) est associée la suite exacte de cohomologie

e— H' (X, W) - H(X, ®) - H(X, 9)
- H'(X, M) - H'(X, §) - H(X, 9)
— H(X, ®) > H(X, ®)[— H(X, &")].

Pour comprendre le sense de l'exactitude, les termes de dimension deux
doivent étre munis d’un sous-ensemble privilégié qui est celui des classes neutres
pour H*(X, &) [et H*(X, ®")] et celui réduit A la classe nulle pour H?(X, ®).
L’exactitude signifie que l'image d’une application coincide avec I'image
inverse du sous-ensemble privilégié par 'application suivante.

Note ajoutée & la correction des épreuves. Dans le cas ot A = (@), M. D.
Puppe me fait remarquer que I'hypothése d’'une suite exacte croisée est super-
flue pour définir le dernier terme de la suite exacte du théoréme (9.4). Cette
hypothése est méme superflue dans tous les cas. En effet de la condition (2.2)
et de l'invariance de 9 par U il résulte que p(MN) est un sous-groupe invariant
dans J§ et que A"’ = A/p(N) est donc un groupe. Or tout élément de p(N)
opérant sur un élément g € @ le transforme en un g’ congru a g modulo N. Il
suit de 13 que A" opére sur H par ¢": A" X H — O de telle sorte que 'on
ait le diagramme commutatif suivant.

T XJ
AX G ——> A" X O
¢l ] l¢li
G §

Ensuite on définit o'’ de maniére & avoir le diagramme commutatif:

e— N—>G-—>H-—>e¢

e e 0"

™
e—=p(N) ——A-—>A" —5¢
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Comme dans le texte on vérifie alors que (9, p”/, A”') est un systéme de co-
efficients (en observant par exemple qu'on n’utilise plus le fait que % est un
homomorphisme).

10. Application aux espaces fibrés. Soit
e—>N—->G—oH—e

une suite exacte de groupes topologiques ot N, fermé dans G posséde une sec-
tion locale. Alors les jets locaux des applications continues d’un espace X
dans N, G et H définissent des faisceaux N, ® et H sur X donnant lieu & une
suite exacte (9.1). On sait que les éléments de H'(X, ) par exemple s’'identi-
fient aux classes d’espaces fibrés principaux localement triviaux de base X
et de groupe structural H. Le probléme se pose de déterminer si un espace
fibré Ey € H'(X, ) est I'image canonique d'un espace fibré E4 € H (X, ®).
Le théoréme 9.4 (ou la proposition (9.1)) a pour corollaire immédiat.

TutorEME 10.1. L'espace fibré principal Eg dont la base X est supposée

paracompacte est I'image d'un E g si et seulement st 8'Ey est une classe neutre de
mH (X, ).

Des applications concrétes de ce résultat demanderaient que l'on puisse
calculer effectivement H?(X, ®') au moins dans certains cas ou seulement que
I'on ait des résultats donnant des conditions pour que H?(X, ®') se réduise
a I'ensemble neutre E?(X, ®’). Une étude de la thése de J. Frenkel (2, c] et
de celle de H. Grauert. (2 paraitre aux Math. Annal.) conduirait vraisem-
blablement & des résultats de ce genre (voir aussi la communication de H.
Cartan au symposium de Mexico, aoQt 1956).

Remarque. 11 y aurait lieu de compléter le théoréme 9.4 de maniére & pouvoir
déterminer quand deux éléments distincts d’'un H? ont la méme image dans
le H? suivant. Ceci pourrait se faire en remplagant le foncteur-ensemble H*
par un foncteur-groupoide $? mais il faudrait alors remplacer les foncteurs
9! que jai introduits précédemment par des foncteurs encore plus compli-
qués. La question se pose de savoir si l'on peut définir des foncteurs H" et H"
pour 7z quelconque se réduisant aux foncteurs habituels dans le cas des co-
efficients abéliens et donnant lieu A des suites exactes. Des résultats frag-
mentaires semblent indiquer que la chose est possible mais, en I'absence
d’applications, il convient de ne généraliser qu’avec quelque prudence. La
chose pourrait étre possible par une modification de la technique des résolu-
tions d’'un faisceau par des daisceaux fins mais les ‘‘théorémes d‘unicité”’
présentent des difficultés.

COMPLEMENTS
11. Acyclicité du tétraedre. Les idées qui précédent peuvent s’appliquer
également a la cohomologie d’un complexe simplicial abstrait K & coefficients
dans un groupe G muni d’'un homomorphisme p dans un groupe 4 d’auto-
morphisme et satisfaisant & des conditions analogues & (2.1) et (2.2).
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Supposons K constitué par un tétraédre de sommets 1, 2, 3,4 et 4 = I(G),
p étant 'homomorphisme canonique.

ProrositioN 11.1. Sous les hypothéses précédentes, tout 2-cocycle alterné
fondamental z de K est un cobord.

Le cocycle z est un systéme alterné (a;;, vi), tel que pour<,j, k, 1 = 1,2,3,4
on ait
(11.1) ayy; € I(G).
(11.2) @yja40x; opére comme 7,5 par automorphismes intérieurs.
(11.3) vim = vejraa(Ym) Yo
On doit trouver des g,; alternés tels que

p(gi) = ay
Yige = B8k
Choisissons arbitrairement g4, gs4 et gss opérant comme ays, aas et osg.
Désignons par gs, gas, ga3 leurs inverses (opérant comme agi, a2, a43). Les
relations
Y124 = fi12824841
Y234 = Z23g34842
Y314 = g31814843
permettent de calculer g2, g23, gs1 et leurs inverses ga1, g32, g13 qui opérent

nécessairement comme aj2, as3, az et leurs inverses as;, age, a3 en vertu de
(10.2). On va montrer que

Y123 = 12823831,
cela résulte de
Y123 = 7124'0114(’)’423) "Y143 = 7124'01140142(’)’234) ‘Y143
= f12824841 814 Z42°Z23° Z34°Z42:Z24" La1° 14" 43" 431
= Z12-823°g431.
La suite de la démonstration est une conséquence facile de l'alternation.

Par exemple

Yarz = ca1(Y124) = Za1g12€248a1 g14 = ga1 X g12 X gos, €tC. . . ..
C.q.f.d.

12. Remarque sur la classe nulle. Par définition la classe nulle de
H?*(1, ®) est formée des 2-cocycles réduits alternés 2z = (ay;, viux) tels qu'il
existe £ = (£,) € C°(, A) ety = (giy) € G (U, ©) tels que

(12.1) Exz =0y ou z = £71 % §y.

Le 2-cocycle z n’est donc pas nécessairement un cobord. Toutefois la propriété
suivante, & mettre en rapport avec la proposition 8.1, montre qu'un 2-cocycle
vérifiant (12.1) et un 2-cobord sont “‘pratiquement’’ la méme chose.

https://doi.org/10.4153/CJM-1960-019-7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1960-019-7

25() PAUL DEDECKER

ProrosiTioN 12.1. Si le 2-cocycle z appartient a la classe nulle il existe (a)
un recouvrement B = (W,) g tel que U soit plus fin que W; (b) un 2-cocycle
2 € Z.2(W, ®) et une l-cochatney ¢ C,(1, &); (¢c) des applications admissibles
¢: R— I, ¢': R— I telles que

(1) o(z) = z,
(2) ¢'(2) = d8y.

Démonstration. Définissons R comme la réunion de [ et d'une copie disjointe
I’ dont les éléments seront notés ', 7/, &' . . . . Ensuite on pose W, = W, = U..

Pour définir Z = (&, ¥,,,) on utilise les cochaines ¢ et y intervenant dans
(12.1) et on pose

y = (g, pi; = p(gis)
&ij = iy, &i’j’ = Pij ayi = & &i'j = apiai; = §iij,
aw =& diy = ageyy = agk;
Yik = Yo Yo = (82) ik
Yok = Yok = Yiu = fi(%y’/s)a
Yisk = Yige = Yiyw = Vi
Il faut d’abord vérifier que Z est une 2-cochaine (condition (4.2)), ce qui
résulte du fait que z et §y en sont et des égalités (cfr. condition (2.2))
P(’?i’jk) = P[Ei(’hﬂc)] = ¢ p(’YijA‘)£?1 =& a0 5?1

= Qg jOpO

P('?z"j’k) = ... = ai’j’&j’k&ki’y
p(Yiw) = ... = ayopap,
p(?ij'}c) = OG0 = &ij’aj'kaki
p(?ijk’) = ... = &i]‘ajk'ak't
Pﬁij’zc') = ... = aij’&j’k’&k’i-

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que z est alternée (définition (5.2).
11 faut ensuite vérifier que z est un cocycle (condition (6.2)), ce qui résulte de
vérifications faciles; par exemple:

You = Eil(viu);
Wz"jz'ai'l@/jk)'?t'lk = Ei(’Yijl>'fiaiz(’Yzjk)'fz‘(‘Yim)
= Ei(’Yijz'azl('Ym)“Vuk) = fi(’Yijk)?
'?i'jl"az" v (’Yz'ﬂc)")’i'z'k = Ei('YL‘jl)'Eiailsg.lgj(’)’ljk)'Ei(')’il/:)
= fi(‘Yuz'air(’Y:jk)"Yflk) = (fz‘("/i;k)-

Les propriétés (1) et (2) sont alors immédiates si I'on définit ¢ et ¢’ au
moyen de

¢(1) =1 ¢ (1) = 1. C.q.f.d.
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