
SUR LA COHOMOLOGIE NON ABELIENNE I 
(dimension deux) 

PAUL D E D E C K E R 

1. Introduction. On sait que la définition de la cohomologie d'un espace X 
à coefficients dans un faisceau ® de groupes non abéliens est liée à la classifi­
cation de certains types d'espaces fibres principaux de base X (1; 8; 10). 
Cette cohomologie se définit assez facilement en dimensions zéro et un, mais 
pour certains problèmes, il serait utile de pouvoir la définir en dimension deux 
également. 

J'ai abordé la question dans (3; 6) mais un certain nombre de difficultés 
subsistaient qu'il semble utile de chercher à éliminer, ce qui est l'objet de la 
présente note. 

Remarquons d'abord que la définition de H°(X, ®), groupe des sections de 
®, est triviale, aucune difficulté ne résultant du caractère non abélien de @. 
En ce qui concerne Hl(X, ®) une difficulté naît du fait que cet ensemble n'est 
plus un groupe, même non abélien; il possède toutefois un élément neutre 
privilégié. Par contre on ne voit pas du tout comment définir un H2(X, ®) ; 
plus précisément on ne sait pas comment caractériser un 2-cocycle parmi les 
2-cochaînes, ni a fortiori les classes de 2-cocycles qui constitueraient des 
classes de 2-cohomologie. Une solution avait été proposée dans (3) en appelant 
2-cocycle une 2-cochaîne qui devenait un cobord par un plongement conven­
able du faisceau ® dans un plus grand faisceau § et par une définition des 
classes destinées à prolonger jusqu'en dimension deux la suite exacte de coho­
mologie associée à une suite exacte de coefficients. Cette solution n'était qu'im­
parfaite pour deux raisons: 1. la cohomologie H2 obtenue était tronquée, c'est-
à-dire ne redonnait qu'une partie de la cohomologie usuelle dans le cas abélien; 
2. les classes de 2-cohomologie n'étaient plus des classes d'équivalence. (La 
version proposés dans (6) éliminait cette dernière difficulté mais pas la 
première.) 

Par après, j 'ai remarqué que l'on pouvait récupérer une structure algébrique 
en dimension un à condition de plonger l'ensemble Hl{X, ®) dans un groupoïde 
^(X, ®) se réduisant au groupe de cohomologie usuel dans le cas où ® est 
abélien et possédant par ailleurs une signification géométrique intéressante. 
Toutefois afin de conserver la technique des suites exactes il devenait nécessaire 
de plonger les H°(X, ®) dans de nouveaux ensembles §°(X, ®) munis égale­
ment d'une structure de groupoïde adéquate (et non nécessairement unique). 

Il est assez remarquable qu l'utilisation de groupoïdes en dimension un 
permet de donner une solution aux difficultés rencontrées pour définir un 
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H2(X, ®). C'est cet te solution que nous exposons ici sans nous occuper de 
récupérer une s t ruc ture algébrique. Celle-ci demandera i t qu'il soit fait appel 
à ce que nous avons appelé des "espaces fibres non holonomes" (6) et impli­
querai t en outre un nouvel élargissement des groupoïdes S}1 et § ° . 

2. S y s t è m e $ de coeff ic ients n o n a b é l i e n s . Rappelons qu 'un faisceau de 
groupes sur un espace topologique X est un nouvel espace @ satisfaisant aux 
conditions suivantes : 

(1) il existe une application continue p de © sur X appelée projection] 
(2) tou t point g G © possède un voisinage ouver t U tel que la restriction 

p\ U soit un homéomorphisme de U sur un ouver t de X ; 
(3) chaque ®x = p~l(x), x G X , est muni d 'une s t ruc ture de groupe 

d 'uni té ex telle que les applications x —> ex, g —» g - 1 , (g, h) —» g.h (res­
pect ivement de X dans ®, de © dans ®, de © X z © dans @) soient 
continues. (On note © X x © l'ensemble des couples {g, h) G © X © 
tels que p(g) = p(h).) 

Les ensembles ©j, x G X sont appelés les tiges du faisceau ©. 
Pour tou t groupe G, notons 1(G) le groupe de ses automorphismes intérieurs, 

quot ient de G par son centre Z(G). Si © est un faisceau de groupes, soit g) 
l ' intérieur de la réunion des Z(@ x ) . Le quot ient ©/§) est un nouveau faisceau 
noté 3(@) et appelé faisceau des automorphismes intérieurs de ©. On a pour 
tou t x une surjection canonique ix et une surjection globale i: 

La topologie de 3 est définie de telle sorte qu 'une section locale s: U —» 3 
(U ouver t de X) soit, dans un voisinage V de tou t point x G U de la forme 
s = it où t: F—-> © est une section locale de © (topologie telle que i soit un 
homomorphisme de faisceaux). 

N . B . Par "sect ion" on entend "section cont inue ." Par "applicat ion locale" 
définie sur un espace X, on entend une application définie sur un ouver t de X. 

Soit ma in tenan t 2Ï un nouveau faisceau de groupes sur X qui soit un faisceau 
de groupes d 'opérateurs sur © et supposons donné un homomorphisme 

p : @ - > 2 l 

tel que 

(2.1) pour t ou t g G ®x, p{g) opère comme l 'automorphisme intérieur 
défini par g: p(g)y = gyg~\ y G ©*; 

(2.2) si a G 9ïz et g G ©x, on a (dans JJU la multiplication y é t an t notée o) 

p[a(g)] o a = a o p(g) OU p[a(g)] = ao p(g) o or1. 

Exemple. Les conditions précédentes sont par exemple vérifiées si © est un 
sous faisceau normal d 'un faisceau § de groupes sur X et si SI = 3 ( ® ) , P 
é t an t induit par l'inclusion © —> § . Ou encore si 3Ï est un faisceau de groupes 
d 'automorphismes de © contenan t 3 :(®) e t ® —> 3Ï l 'application canonique. 
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Définition 2 .1. Un triple <£ = (@, p, 31) satisfaisant à ces conditions sera 
appelé un système de coefficients pour la cohomologie (non abélienne). 

Remarque 2 .1. Un simple faisceau @ contient suffisamment d ' informations 
pour construire un groupe de cohomologie de dimension zéro et un ensemble 
ou un groupoïde de cohomologie de dimension un. Toutefois dans ce groupoïde 
un faisceau d 'automorphismes intervient de façon cachée et il doit être ex­
plicité si Ton veu t pouvoir écrire des suites exactes de groupoïdes. 

Remarque 2.2. Le cas usuel en cohomologie—que nous appelerons dans la 
suite le cas des coefficients abéliens—est celui où ® est un faisceau de groupes 
abéliens et où 21 est le faisceau trivial tel que le groupe %x pour tou t x £ X 
soit réduit au seul élément unité et où p est Thomomorphisme trivial. Bien 
entendu si 31 est différent de ce faisceau trivial, @ é tan t cependant abélien, 
on ne se t rouve déjà plus dans le "cas abélien." 

Afin d 'être complets, rappelons encore la définition d 'un groupoïde, cas par­
ticulier des systèmes multiplicatifs. 

Definition 2.2. On appelle système multiplicatif un ensemble muni d 'une loi 
de composition non par tou t définie appelée multiplication. Dans un tel système 
on appelle unité tou t élément e tel que si un composé ex ou xe est défini, 
ce composé est toujours égal à x. Deux unités composables sont donc égales. 

Definition 2.3. On appelle groupoïde un système multiplicatif satisfaisant 
aux propriétés suivantes : 

Gl. Si l'un des éléments x(yz) ou (xy)z est défini, l 'autre l'est et ils sont 
égaux; 

G2. à tou t x correspondent des unités ex et xe telles que les composés x ex 

et xe x soient définis; 
G3. à tou t x correspond un x' tel que x'x soit défini et égal à ex. 

Propriétés des groupoïdes: 
1. Les unités ex et xe sont uniquement définies par x. 
2. Un composé xy est défini si et seulement si ex = ye. 
3. Une unité est toujours composable avec elle-même. 
4. Le composé xx' est toujours défini et v a u t xe. 
5. Une égalité yx = zx (resp. xy = xz) entraîne y = z; donc x' est unique­

ment défini par x; ou le note x - 1 . 

3. C o c h a î n e s à valeurs d a n s <ï>. Le système <ï> é t an t choisi une fois pour 
toutes, considérons un recouvrement ouvert U = (Ui)i€l de X. Pour une 
suite ii, . . . , ijc d'indices, on posera comme d 'habi tude 

utl...,ih = uhr\...n uik. 
Considérons les couples (g^, atJ) de sections locales 

gij: Uij-^&} atJ: Uij-> Il 
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Definition 3.1. Ces couples sont appelés l-cochaînes (de U à valeurs clans 
<£) ; on vérifie qu'ils forment un groupoïde Ë l (U, $) si l'on adopte une loi 
de composition pour laquelle un produi t 

(3.2) (g'tj, a'ij)- (gi^oiij) 

est défini si a\d = p(gij)a.ij et est alors égal à 

(3.3) (g'ijgij,<Xij)-

Définition 3.4. La cochaîne (gi3, ai3) est di te alternée si 

(3.5) a.. = a~u Œii = 1, 

( 3 ' 6 ) gij = OLij (g]]), gii = 1. 

P R O P O S I T I O N 3.7. Les cochâmes alternées forment une sous-groupoïde 

e/(U, *)de&(Vl, $). 

Démonstration. Supposons le produi t (3.2) défini, ses facteurs é t an t des 
cochaînes alternées; il suffit de montrer que sa valeur (3.3) vérifie 

gij'gij = OLij (gjî'gTi1)' 

Or on a 

gij = <Xij(gji)i 

g'ij = a'ite'îî1) = gij'aij(g'ïil)\gïl 

g'ij'gij = gij'Oiijig^'gTrgij = a^igjigjj1). 
C:.q.f.d. 

4. Cochaînes de dimension deux. 

Définition 4 .1 . Une 2-cochaîne de U à valeurs dans <ï> est un triple (ai3
f, 

Jijkj oLfj) de sections locales 

aij, ai:j\ Uij —> 21, yijk: Uijk-^& 

tel que dans Uijh on ait 

(4.2) af
i3ajkaki = p(y i3k)ai3aikaki. 

Ces cochaînes forment un groupoïde Ë2(U, $) si l'on convient qu 'un produi t 

(Pij, Oijk, Pij)(oLih yijk, atj) 

est défini si et seulement si / 3 0 = ai3- et est alors égal à 

Cet te définition est légitime car si les deux facteurs sont des cochaînes il en 
est de même du produit . 

Pour toute 1-cochaîne (g, a) = (gij, ai3) on posera 
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(g<*)ij = P(gij) OOLij, 

gij = gij défini dans Utj, gjl = 0Lij(gjk) défini dans Uijk, 

glf = «fi o ajk(gkl), défini dans UiJkh etc. . . . 

(4.3) (Sag) m = g\rg)h'gV*-

On remarquera que la première des conditions (3.6) de l 'alternation d 'une 
1-cochaîne (g, a) s'écrit 

gi) = (g)i)-

Définition 4.2. On appelle l-cobord l 'opérateur 

ô1: (SHU, $ ) - + ( S 2 ( U , $) 

défini par 

, n ^ ( g , a) = (ga, ôag, a) ou explicitement 
(4.4) 

^(gij^ij) = ((g<*)ij, (ôag)ijk}ai3). 

Il faut évidemment vérifier que la condition (4.2) est bien remplie par 
(4.4), ce qui résulte de 

(g<x)ij(got)jk(ga)ki = p(gij) o aijO p(gjk) o ajk o p(gki) o aki 

= p(gij) o Wijpigjj^ajj ] o [aijajkp(gki)ajka^j ] o (atj o ajk o aki) 

= p(gij) o p(g)i) o p(glf) o (ctijO ajk o aki) 

= Pigngjlgk?) o (atj o 0Ljk oaki). 

Le passage de la deuxième à la troisième ligne résulte de la condition (2.2). 
C.q.f.d. 

Définition 4.3. On appelle fondamentale une 1-cochaîne (g, a) ou une 2-
cochaîne (a , y, a) telle que les sections atj coïncident avec les sections unitaires 
€ij qui associent à tou t x G Uij l 'unité de Sï̂ . Ces cochaînes seront souvent 
notées g = (gij), (a, y) = (aij} 7 ^ ) ; e U e s forment des ensembles que l'on 
notera Cl(M, 3>) = Cl(Vl, @) et C^U, $) (avec l'indice a en cas d 'a l ternat ion) . 

Remarque. Le cobord d 'une 1-cochaîne fondamentale g = (gij) est donné 
par 

(4.5) ôg = (p(gij), gijgjjcgki). 

On posera 

(4.6) (àg)w = gijgjkgki-

En mult ipl iant une cochaîne fondamentale à gauche par une cochaîne 
quelconque telle que le produit soit défini, on obtient toujours une cochaîne 
fondamentale. Il est clair que le cobord d 'une 1-cochaîne fondamentale est 
une 2-cochaîne fondamentale. 
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PROPOSITION 4.4. Le cobord 3l est un homomorphisme de groupoïdes. 

Démonstration. Si le produi t (g', a) • (g, a) est défini, on a a = ga et le 
produi t ô(g', a). 8 (g, a) est donc lui-même défini. Il reste à vérifier que 

à (g'g, a) = « ( £ ' , « ' ) •«(*' ,«)• 

Le second membre vau t 

((g'a)ij, (àa'g^ijkja'iiïia'ij, (ôag) ijk, atj) = ( ( g V ) 0 , (ôa'g') ijk(ôag) ijk, atj) 

où a'ij = (gd)ij. On a g'c/ = g'(ga:) = (g'g)a et la propriété résulte de 

(àa'g')ijk' (àag)ijk 

= gij'a'iAgjk) mOLija'jk(g'ki) • [gij-oùijigjk) -aijajjcigjci)] 

= gfij'gij-aij(g]-k)'g^rgtj'aiAgjk'^jk(gki)'gJk]'g'îr[ - • •] 

= (gij'gtj) 'aij(gjk'gjk) 'Oiijaj^gjc^laijigj^'aijigj^aijajkigki) 

= {gfg)iJ-Oiij[{g,g)jk]'OiijOLjk[{g,g)kl] 

= (*«g'g)w-
C . q i . d . 

5. A l t e r n a t i o n e n d i m e n s i o n deux . 

PROPOSITION 5.1. Soit (aij} yiJk, ei3) le cobord d'une 1-cochaîne alternée 
fondamentale {gtj, etj). Dans ces conditions atj est alternée et on a les identités 

7jki = ajkaki(yijk) ou yijk = aikakj{yjki) 

ykij = <Xki{yijk) ou yijk = aik(ykij) 

_ - î 
y ikj yijk 

Jkji = akj(Xji(y7jk) ou y~ïjk = aijajk(ykji) 

7jik = oLji(y~ïjk) ou yl)k = aij(yjik). 

Démonstration. C'est une conséquence immédiate des relations 

a ij p(gij), y ijk = gijgjkgki, ga 

Par exemple la première relation découle de 

yjki = gjkgkigij = gjkgki(gijgjkgki)gikgkj = oùJkaki(yijk). 

De même yijk = yikj~
l résulte de 

yak = gijgjkgki = (gikgkjgji) = yikj-

Définition 5.2. Une 2-cochaîne fondamentale (aij} yijk, etJ) est dite alternée 
si aiù est alternée (c'est-à-dire vérifie la condition (3.5) de la définition 3.4) 
et si elle satisfait aux identités précédentes. 
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PROPOSITION 5.3. Pour qu'une 2-cochaîne fondamentale (aih yijk, e 0 ) soil 
alternée, il faut et il suffit que afj le soit et que l'on ait pour tout triple (i,j, k) 
d'indices: 

(5.1) ykij = aki(yijk) et yikj = y~ï}k. 

En effet de ces identités résultent 

Jjki = oùjk(ykij) = ajk(aki(yijk)) = ajkaki(yijk), 

Jjik = ocji{yikj) = oLji^yijk), 

Jkji = akjaji(yikj) = akjaji(y ijk). 
C.q.f.d. 

6. 2-cocycles. 

PROPOSITION 6.1. Si la 2-cochaîne alternée fondamentale (aijt yi]k, ei3) est 
le cobord de la 1-cochaîne alternée fondamentale (gij, e^), elle vérifie pour tout 
quadruple ordonné (i, j , k, l) la condition 

(6.2) yijk = yiji'auiyijkJ'Jiik (dans Uijki). 

Démonstration. En effet le second membre v a u t 

(gijgjlgli) 'gil ' (gljgjkgkl) ' gli ' (gilglkgki) — gijgjkgki-
C.q.f.d. 

Définition 6.2. Une 2-cochaîne fondamentale alternée est appelée cocycle si 
elle vérifie la condition (6.2) dans Uijki pour tout quadruple ordonné d'indices 
(i,j,k,l). 

La proposition 6.1 signifie que tout cobord d 'une 1-cochaîne fondamentale 
alternée est un 2-cocycle. 

Rappelons que l'on dit qu'un groupoïde Y opère à gauche sur un ensemble E 
si l'on s'est donné une loi de composition (non par tou t définie) que l'on notera 
mult ipl icat ivement à gauche T X E-^-E satisfaisant aux conditions suivantes: 

1. si l 'un des éléments 

(g'g')-x, g'ig'x), ^ ^ f . x G £ 

est défini l 'autre l'est aussi et ces éléments sont égaux; 
2. si e est une unité de V, chaque fois que e-x est défini cet élément de E 

est égal à x ; 
3. pour tou t x G E, il existe un g Ç V tel que g-x soit défini. 

Par exemple si h: V —» V est un homomorphisme de groupoïdes qui envoie 
bijectivement les unités de V sur celles de V, on définit une telle loi de com­
position en posant 

g-x = h(g)-x, g e r, x e rr = E 

si le second membre est défini. On obtient une loi analogue en se l imitant au 
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sous ensemble E C T' des éléments x qui ont une unité à droite donnée. 
Par ce procédé et en faisant h = <5, on définit une opération part iel lement 
définie de @i(U, $) sur l 'ensemble C|(U, $) des 2-cochaînes fondamentales 
alternées. 

PROPOSITION 6.3. La loi de composition ainsi définie fait de 61 (U, $) ww 
groupoïde d'opérateurs (a) swr Vensemble CJ(U, <£) ^ies 2-cochaînes alternées 
fondamentales] (b) sur Vensemble Zl{M, <ï>) des 2-cocycles alternés fondamentaux. 

Démonstration (a). [On fait, sans référence, un usage constant des relations 
(4.2), (4.3), (4.4), (5.1), (6.2).] Il faut montrer que si {g^a^) G Sà(U, $) 
et ( a 0 , 70-A-, e^) Ç C«(U, $) on a encore 

Ô(g,a)-(a,y,e) £ Ca
2(U, 3>). 

D'après la proposition 5.3, deux relations seulement sont à vérifier: 

(1>ag)kij'ykij = (g<x)ki[(àag)ijk'yijk\, 

(àag)ikj'7ikj = y~îjk' (àag)ijh-

Pour les établir on doit faire usage de la condition (4.2) qui, pour une 2-
cochaîne fondamentale {atJ, yiJk, eZj/), se réduit à 

aijajjiaKi = p(yijk), d'où oLijOLjkQijciix) = Y ^ ^ Y T A -

En ce qui concerne la première, on a 

(àag)kij'7kij = gki'<Xki(gij) m<Xki<Xij(gjk) • (ykij'gki-7kji)-Jkijgki 

= gki- {(*ki[gij'<*ij(gjk)'<Xij(*jk(gki)'yw]\ -gkt 

En ce qui concerne la seconde, on va montrer que 

[(^ikj-yikj}"1 = (àag)ijk'yijk. 

Cela résulte de 

[(^ikj-yikj}"1 = yijk'[gik-<Xik(gkj)'OLikOLkj{gji)]~l 

= yijk'OltkOlkj<Xji(gij) 'OLikOLkjigjk) '<Xik(gki) 

= ynk'OiikOikjOtjAgij-aijigji^-aijajjcigki)] 

= yijk-yikj- (àag)ijk'yijk = (àag)iJk-yiJk. 

Démonstration (b). Il s 'agit de montrer que si (gtj, atj) f S«(U, $) et 

(«*/> 7ù/fc» €y) 6 Za
2(U, $)—c'est-à-dire si (6.2) est vérifié—on a encore 

«fi = (g«)<y» Y*>* = (àag)ijk'yijk. 
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On doit vérifier que l'on a dans Uijki 

ïijk = yiji-ôLu(yijk)'yak. 

Le second membre vau t successivement 

(&ag)ijl'yijl'[âii((&ag)ljk)-<Xii(yijk)]- {hag) ilk'y ilk 

= {{àag)ijl' [y ijVâii{{Sag) ljk)y~îjl][y ijl'ÔLi^y ljk) ' {bag) ilk' OLii{y~ijk) • y~i]i]) 

{y ijv<xn{y ijk) -y uk) • 
La seconde accollade n'est aut re que yijk et on va vérifier que la première 
vau t {Ôag) ijk- En effet elle est égale successivement à 

{bag)iji'{aijajiali[glraii{{ôag)ljk)g
l
l\]}'[ . . . ] 

i ij ijl iili ijl ij ijk ijl r n 

= [gij'gjk-gkrgii H . • • J 

= [ . . . }-OLijajlaii\gii-ail{yijk) -g\\-g\vg\l
k-gif -oni{y~ijk)] 

r i ijli ( l Ik — 1 \ 

= L • • • l'gii 'OLijaji{yijk'glk-gki-yljk) 
r i ijli / l lk\ 

= L • • • ï'gn •OLijOLjiaijajkaki{gik'gki) 

— a1 . o i j . ( 0 i j l i . o i 3 l . o i j l i . o i j k l \ . o i j k 

— gij'gik \gkl gli gil glk J'gki 
i ij ijk 

— gij'gjk'gki • 
C.q.f.d. 

7. Classes de 2 - c o h o m o l o g i e . En coefficients abéliens, les classes de 2-
cohomologie s 'obtiennent en a joutant à un 2-cocycle z le cobord des 1-cochaînes 
y. Cet te opération correspond ici à la multiplication à gauche de z £ Za

2 par 
les ôy, y Ç Ë&1: 

z -* ôy-z. 

Parmi les 2-cocycles alternés fondamentaux figurent les cobords des éléments 
y de (^ (cocha înes alternés fondamentales) et, en coefficients abéliens, un 
cobord ôy n 'est pas altéré en a joutant à y le cobord d 'une 0-cochaîne x G 
C°(U, ®). Il n'en va plus de même dans l 'analogue non abélien. En effet si 
y = {giji eij)i x = {ht)* "ajouter à y le cobord de x"* se t radui t par le passage 
de 

(7.1) y = (gij, etj) à y = x • y = (higijK]1, ei3). 

L'opération D ainsi définie équivaut à faire opérer le groupe C°(U, @) à gauche 

sur Cl{M, ®). Simultanément les cobords passent de 

ôy = {aijy yijk, €tj) à ôy = (rnVi/nF> ^ ( T U O » eti), 

«ii == P(go)> 7 ^ * = gijgjkgki, Vi = p{hi). 

*Voir à ce sujet (1; 2; 8; 10; 11). 
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Ceci conduit à faire opérer le groupe C°(U, 31) (et donc C°(U, ®)) sur Ca
2(Vi, $) 

au moyen de 

(7.2) z = (uijj yijki etj) —> frz = (viOiiJv'j , Vi(7ijk)j e*y), e = (̂ 7*) G C°(U, 21). 

On doit évidemment vérifier que si 2 est alternée il en est de même de £*z et 
que C°(U, SI) opère donc bien sur Ca

2(U, $). De même C°(U, ®) opère aussi 
sur Ca

2(U, <£) et on posera 

x*z = px*s, x 6 C°(U, ©). 

Ce qui précède démontre la propriété suivante: 

PROPOSITION 7.1. Si x Ç C°(U, ©) et y Ç C!(U, $), on a 

à(x n y) = x*ôy. 

On établit encore: 

PROPOSITION 7.2. Si g appartient à C°(U, 21) e/ z à Za
2(U, $) i/ en e^ de 

même de £ *s. 

Autrement dit: C°(U, 21) opère swr /es 2-cocycles. 

Démonstration. Soient s = {atj1 yiJk) G Zfl
2 et £ = (77̂ ) G C°(U, 21). D'où 

£*s = («j / , yijk'), oiij' = riictitff-1, ytJk' = 77^7^*)- On doit vérifier que (6.2) 
entraîne 

7 ^ = y'iji'a'ii(yijk)-y'nk-

Cela résulte de ce que le second membre vaut 

yi(yiji)-Vi<Xiiv~î (vi{yijk))'Vi(ynk) = ^ ( 7 ^ - ^ ( 7 * ; * ) - 7 ^ ) = y]i{yijk) = y'iJk. 

C.q.f.d. 

L'opérat ion • de C°(U, ®) sur CV(U, @)(1) s 'étend à ( ^ ( U , $) en posant 
p o u r x = (ht), y = (gij,oii3): 

x U y = (g'ijjOLij) = (JiigijOLijQTj^Taij), 

ce qui est encore alterné vu que 

[higijaij(h~ ) ]~ = atjih^.g^j. h't1 = ai^hj-gji-ajiQi^1)]. 

Il existe une autre manière de faire opérer C°(U, ®) et plus généralement 
C°(U, 21) sur <£fli(Uf $), à savoir 

(7.3) (x, y) -> x*y = (ruigij), Vi^ijVl1) = (0z;> «ûO 

ce qui est encore alterné en vertu de 

(77/ = *?*(&7/) = Vioiijigji) = Vt^ijV^iVjigji)] = âijigji). 

<i>Cfr. la définition 4.3. 
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PROPOSITION 7.3. Si %,y,z sont des éléments respectivement de C°(U, 21), 
SaHU, $ ) , Ca

2(U, <£>) ^ si Vun des deux termes %*(ôy*z), ô(i;*y) • (£*z) 65/ défini, 
Vautre Vest et ils sont égaux: 

t*(ôyz) = ô({*30 •(£**). 

Démonstration. Soient £ = (ry*), y = ( g 0 , a f i ) , s = (atjf 7^*). On a (cfr. 
(2.2), (4.4), (7.2), (7.3)) 

&(8y-z) = (v«*'t/n7\ ili[(àag)ijfc'yijk]), a'ij = p(gij)oaij) 

ô(£*y) = d(vi(gij), Vifliflj1) 

= (0«* î?*(gii) "n&ifil^jigjk) 'VifltjajitVk1riit(giti), Vi^ijV'j1) 

= (0ijii?«[($«g)u*L Vi^ijvl1) (Pu = p['Oi(gij)]ovi<Xijy~j1) 

= (viocfijv7 1 *?<[(s«g)«tf], viPifll ) ; 

£*Z = (ViOiijV^yVihijk)) 

La proposition s'en déduit immédiatement . C.q.f.d. 

D 'après les propositions 6.3 et 7.2, pour tou t 2-cocycle z 6 Z a
2(U, <£), 

l 'élément £*(ôy-z) (supposé défini) est encore un cocycle. Deux cocycles z e t 
zf sont di ts équivalents si z' est de la forme 

z' = £*(ôy-z). 

Cette relation est manifestement reflexive, et on vérifie sans peine qu'elle est 
t ransit ive et symétr ique grace au diagramme et à l'égalité suivants 

ôy-z < z 

i i 
by'-z' <r- z' = £ * (ôy-z) < £ * z 

z' = £ * (ty.2) = ô(f *y ) . ( f * z ) ±=>s = r 1 * [ô(É • y) - 1 -* ' ] . 

N . B . Dans le diagramme les flèches horizontales (resp. verticales) indi­
quent une multiplication par un 2-cobord (resp. le résul ta t d 'un opérateur 
z —>£*z). 

Définition 7.4. On appelle classe de cohomologie de dimension deux de U 
à coefficients dans <£ toute classe de cocycles équivalents au sens précédent. 
La classe nulle est celle des éléments z = £ * 8y, £ G C°(U, SI), y G ^ ( U , $ ) . 
E n outre on dist inguera encore les classes qui cont iennent un élément de la 
forme (aij} eijk, ei3) où e représente une section unité (dans ce cas atj est 
au tomat iquement un cocycle de dimension 1 à coefficients dans 21) ; ces classes 
seront appelées neutres. 

*Cfr. la définition 4.3. 
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Il est clair que ces classes coincident avec les classes usuelles dans le cas 
abélien. Cette définition se justifiera encore par la suite, voir notamment la 
proposition 8.1 et la définition de l'opérateur cobord (9.4) de la suite exacte. 
L'ensemble des classes sera noté H2(U, $). 

8. Passage à la l imite inductive. Soient U = {Ut)itIl 23 = (V)reR deux 
recouvrements couverts de X. Si 23 est plus fin que U, il existe une appilcation, 
dite admissible, 0: R—>I telle que Vr C U^r ce qui induit des applications 
que nous noterons encore 0: 

0: C°(U, ®) - • C°(23, ©), C°(U, SI) -> C°(», §1), 

0: 6i(U, *) - <£J(», * ) , 

0: S2(U, $ ) - • 62(SB, <ï>),etc. . . . 

qui sont compatibles avec les opérations considérées plus haut et qui trans­
forment un cocycle en un cocycle: 

0(x Dy) = 0(x) D cj>{y), 

<t>(% *y) = 0(x) * 0(;y), 

4>(ôy) = ô«(y), 

0 (x * S) = 0 (x) * 0 (s) . 

Dès lors 0 induit une application 

i(J8, U):H2(U, $) -^H2(%, $). 

PROPOSITION 8.1. C^/e application est indépendante de Vapplication ad­
missible 0: i£ —> I choisie. De façon précise si <j>' = R-^ I en est une autre et si 
z G Za

2(U, <£) /es cocycles 4>(z) et 4>r (z) relatifs au recouvrement plus fin 23 sont 
équivalents. 

Démonstration. Soit z = (a^, yOVi:, €i;) Ç Zrt
2 (U, <£) et pour trois indices 

r, s, t du recouvrement 23, posons 

0(r) = i, 0(s) = j , 0(0 = k, 

0'(r) = i', 0'(s) = / , 0 ' « = *'. 

Les cocycles images de z par 0 et 0' s'obtiennent par des restrictions appro­
priées que nous écrivons brièvement 

0 ( z ) = (ars, yr8t, ers) = ( « u , T Û I , ^y) 

0 ' ( z ) = ( a ' r s , y'rsU e'rs) = (OLVJ>, yi>fk>, tvy). 

La proposition sera établie si nous exhibons £ = (rjr) Ç C°(23, 21), y = (;yr.„ 
<*rs) 6 ©a1 (23, $) tels que 

(8.1) £**'(*) = *y*(s ) . 
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La solution est, nous allons le voir, fournie par 

ï]r = OLii'\VT 

yrs = If H' j'lf ij' j \ V rs-

La première chose à vérifier est l 'al ternation de (yrs, cers), ce qui résulte de 

lu'ô' — 7u'j9(Xij(yji'j')"Yijj'i 

yTS = yu'yyij'j = yn'j'OLij(yji'j>) = aij{yjii>-yji>j>), 

y~ïs = oLijiyjj'i'-yji'i) = ars(ysr). 

Le premier membre de (8.1) est 

(8.2) (ciii'Oii'yOLy^oLii'iyi'yk'),*?]') = (rjrars7j~ ,rjr(y'T8t), ers) 

et on a, par des applications répétées des relations (4.2), (4.4), (6.2): 

Vriy'rst) = Olii>(yi>j>k>) = OLu^yi'yi-OLi'^yiy^-yi'w) 

— ywyyiyvyiWi' = (T f ! ' i ' ' T i i ' i ) ' a t i ( 7 iA ' ) , Ti i* ' , Ti r i ' 

= yrs'a-ij(y H'v -y jv i) -y m'v 

= yrs'OLu[yjj>ic> -yjk'k-ajkiykk'i) -y^kil-yin' 

= yrs'ars(yst)'otijajk(ykk'i'ykij) -y in' 

= yrs-<*rs(y st) '<Xij<Xjk[ykk' ir '<*ki'{y i'v i) -y™* i\'y m'y iv v 

= yrs'^rsiyst)'aij^jk[{ykk'i'yki'i) -ykw m<Xki'(y M i)ykv t]-y uk'y iv v 

= yrs'OLrsiyst) - a r s a s t ( y tr) 'OLijOLjkCLkiau>OLi'koLki'(7^/{) • ytjk• yik>t> 

= (àay) rstmyijk'ya'k,'yijk'yijkmy ir v 

= (àay)rsfyijk = (àay)rst'yrst-

Ceci montre que les termes centraux à trois indices des deux membres de 
(8.1) sont égaux. Il reste à prouver que 

Vr<^rsV7 = p(yrs) O Oirs 

ce qui résulte de 

/ - 1 
VrOirsVs = CLii'OLi' yCLj> h 

p(yrs)oaTS = piywyyiyj) OOLij 

= OLa'CLi' yCLy iOLiyoty jOLjiOLi] = aa'ay y a y j . 

Ceci achève la démonstrat ion de la proposition. 

Définition 8.1. La limite inductive des ensembles H2(]X, $) par rappor t 
aux i(SS, U) est appelée ensemble de cohomologie de dimension deux de l'espace 
X à coefficients dans $ . Cet ensemble est noté 

H\X, * ) = limH\VL, $ ) ; 
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il possède: (a) un élément nul t% image des classes nulles des termes de la 
limite; (b) un sous ensemble E2 d'éléments neutres obtenu de façon analogue 
{partie neutre). 

9. Suite exacte. Soit une suite exacte 

(9.1) e-+<jftl>®l+$-+e 

de faisceaux de groupes (non abéliens) sur l'espace X. Il est bien connu qu'elle 
engendre la suite exacte de cohomologie (voir (2; 9; 11)) 

•o -o 
(9.2) e^H\X, 91) ^H°(X, ®) ^H\X, § ) 

Ô-^H\X, 31) 1+H\X, ®) LtfQC, £ ) 

et que celle-ci peut d'ailleurs s'immerger dans une suite, plus précise, de 
groupoïdes à condition de remplacer le foncteur H par § ou 4>s (voir (4; 5; 6)). 

[Rappelons que pour tout faisceau de groupes @ sur l'espace X, on désigne 
par H°(X, @) le groupe des sections globales s: X —» @. Pour un recouvre­
ment ouvert U = (Ui)iei de X, une 1-cochaîne fondamentale gij est appelée 
1-cocycle si gtJ = gikgjci. Deux 1-cocycles gijy gi/ sont dits cohomologues s'il 
existe une 0-cochaîne ht: Ui^>® telle que gt/ = higahf1. Les classes de 
cocycles cohomologues forment un ensemble Hl(VL, ®) de limite inductive 
i7x(X, ®). La classe des 1-cobords, c'est-à-dire des 1-cocycles gtj = hthfl est 
dite neutre et induit un élément neutre e1 Ç Hl(X, ®). 

L'exactitude de (9.2) est l'exactitude usuelle pour les groupes jusqu'au 
terme H°(X, § ) ; ensuite elle signifie que l'image d'une application coïncide 
avec l'image inverse de l'élément neutre par la suivante. 

On notera que le foncteur H utilise en dimensions 0 et 1 une notion moins 
précise de "système de coefficients," c'est-à-dire seul le faisceau ® intervient, 
le faisceau d'automorphismes 21 et l'homomorphisme p ne jouant aucun rôle. 
Voir la remarque 2.1.] 

Nous allons considérer un système <3? = (®, p, SI) tel que les éléments de 
21 laissent invariant le sous-faisceau 5è de ®. Il en résulte alors un système 
<£>' = (9t, p', 21) où p = poi: 31 —> 2t. Ces systèmes permettent de définir 
H2(X, <£') et H2(X, 3>), ainsi qu'une application 

(9.3) i2: H2(X, <£>') -> X2(X, $) 

qui transforme une classe neutre (resp. nulle) en classe neutre (resp. nulle). 
On définit ensuite une opération 

(9.4) ôi-.IPiX,®) -+IP(X, $') 

à condition que X soit paracompact. A cet effet on représente un élément de 
Hl(X, § ) par un cocycle hi:f £ Za

l{\X, &) pour un recouvrement II suffisam-
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ment fin pour que htj soit l'image d'un gtj G Ca
l(\X, ®)(1). Soient alors atj = 

p(gij) et vijk = (àg)ijk le couple (atj, viJk) est un élément de Za
2(U, $'); en 

remplaçant gtj par un autre élément gi/ se projetant sur htj et de même en 
faisant varier htj dans sa classe de cohomologie le couple (atj, vijk) ne sort 
pas d'une classe de cohomologie de H2(11, $') dont l'image dans H2(X, $') 
est elle-même indépendante de U. D'où l'application (9.4). Ces affirmations 
se démontrent aisément en considérant la diagramme (9.5) ci-dessous et en 
examinant ce qui se passe en remplaçant modifiant gtj dans l'image inverse de 
hij, puis hi3 dans sa classe de cohomologie. Ce mécanisme est l'une des justi­
fications de la definition 7.4 de classe de 2-cohomologie. 

PROPOSITION 9.1. L'espace x étant paracompact, pour qu'un élément de 
Hl(X, § ) soit dans Vimage de j l , il faut et il suffit que son image par ô1 soit une 
classe neutre de H2(X, $'). 

Démonstration. Au niveau d'un recouvrement U convenable la définition 
de l'opérateur 51 correspond au diagramme suivant (voir (4.5), (4.6)) 

gtj >h{j 

(9-5) _ 18 _ i« 
i j 

[<*ij, Vijk = (àg)m] - > [atj = p(gii), (àg)tj*] —> [au, tijkl 

dans le quel i et j représentent les applications induites par les homo-
morphismes de même nom dans (9.1). Il indique comment on passe du 
1-cocycle hij au 2-cocycle z = (atj, viJk). Il est facile de voir que la condition 
nécessaire et suffisante pour que la classe de z soit neutre et qu'il existe 
y G fëaUU, $') ^ la forme y = (rjijt atj) tel que ôy-z soit de la forme (a^/, 
eîjk). Or ôy-z = d(gi/) avec gi/ = Vijgij) la condition est donc équivalente 
à l'existence de (gi/) G fëaKU, ®) tel que 

j(g«/) = i ( ^ ) » ( ^0< i* = €iy*. C.q.f.d. 

PROPOSITION 9.2. Pour qu'un élément de H2(X, $>') soit dans Vimage de 
Vapplication Ô1, i/ /az^ e£ il suffit que son image par i2 soit la classe nulle de 
H2(X, $). 

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire en vertu de la 
définition de ô1 (cf. le diagramme (9.5)). Soit z = (aijy vijk) un élément de 
Zfl

2(U, $') ; sa classe est envoyée sur zéro par i2 s'il existe £ = (£0 G C°(U, 31), 
y = (gtj) G CaHU, ®) tel que z = £ * ôy c'est-à-dire 

OLn = ÇiPigijïÇj1, Vijk = ïi(gijgjkgki) • 

d)Un recouvrement suffisamment fin existe parcequ'on suppose X paracompact. La démon­
stration est la même que dans le cas abélien. Voir par example [1, b] où le problème est examiné 
dans l'hypothèse où le faisceau tyl est dans le centre de ®, 
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Mais alors z' = £ l * z = by est dans la classe [z] de s et htj = ./(go) est un 
cocycle de Za

l(U, § ) dont la classe [h] est envoyée sur [z] par ô1. C.q.f.d. 

Suite exacte croisée. Supposons qu'il existe associé à la suite exacte (9.1) un 
homomorphisme k: !Q —» ® tel que j o & soit l'identité de ^>. Alors ® s'identifie à 
un produit direct croisé de ïït et § et nous dirons que la suite exacte (9.1) est 
croisée. En vertu de (2.2), p(ïïï) est nécessairement distingué dans 3^ et nous 
pouvons former le quotient 31" et l'homomorphisme canonique: 

* • : « - > « " = a/p(5R). 

Comme 91 est invariant par SI, on fait opérer 31 sur § en posant 

<*{jg) =j(ag), « G 21, g € ® 

et les éléments a = p(#), w G 91 opèrent trivialement vu que 

p(n)(jg) =j[p(n)-g] =j(ngn~1) = jg. 

Il s'ensuit que 31" opère sur p̂ de telle sorte que 

OraOO'g) = j(<*g). 

On va voir que si p" = 7rp&: § —> 31", 

p"(if) = T(p(g)]. 

En effet p"(jg) = npkjg et, comme fe/g et g ont même image jg = h dans ô , 
on a &/g = g-n, n G 9Î. Dès lors 

p"(jg) = Trp(g-h) = ir[p(g)-p(w)] = 7r[p(g)]. 

Il suit de là que 

P " (* ) (# ) = 7rp(g).oy) =j[p(g)(g/)} =j(gg'rl) = h-jg'-h-\ 

P"[™(jg)] = p ' I i ^Wl = Trpkja(g) = Tpa(g) = ir[ao p(g) oor 1 ] 

= (7TOJ) o Trp(g) o (TTÛ:)"-1 = (7ra) o p'(jg) O (îra) - ' . 

Ceci montre que l'homomorphisme p": § —> 31" vérifie (2.1) et (2.2) et que 
$ " = (§> P"> 21") e s t un nouveau système de coefficients. Si z = (a^, y ^ ) G 
Ca

2(U, $), on forme z" = j*z = (xa^, j yijk) et on a 

p"(jyijk) = ^Phijk) = Tr(aijajkakx) = Tatj o wajk o Takil 

c'est-à-dire z" G Ca
2(U, $"). Ceci donne lieu à une application (compatible 

avec les parties neutres et les éléments nuls) : 

j2:H2(X, <ï>)->iI2(X, $"). 

PROPOSITION 9.3. Si la suite (9.1) est croisée, pour qu'un élément de H2(X, <ï>) 
soit dans l'image de i2, il faut et il suffit que son image par j 2 soit neutre. 

Démonstration. Conservons les notations précédentes et supposons que z £ 
Za

2(U, 3>). Si z provient de Z&
2(U, <£')> on a yijk Ç ^ et la partie "il faut" est 
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immédiate. Réciproquement, supposons que la classe de z" soit neutre: il 
existe donc f" = fa,", eijk) £ Ztt

2(U, $"), / ' = {htJ, ira,,) G (^ (U, *") tel 
quef" = by"-z"\ 

Pi/' = p" (hi^oiroLij, lijk = {àrah)wjyw 

Soit y = (giJy oiij) £ SaHU, $) tel que jgtj = htJ et soit f = ôy-s: 

f = (0ij> (ôog)^*-7o*)» £*j = p(gi.i)oaij. 

On a j*f = f" et j[(ô«g)<#-7<#] = *Ù*> ce qui montre que f provient d'un 
élément de Z ^ U , $'). C.q.f.d. 

Les résultats classiques en dimension zéro et un augmentés de ceux de ce 
paragraphe donnent lieu au 

THÉORÈME 9.4. Si l'espace X est paracompact, à la suite exacte (resp. exacte 
croisée) (9.1) est associée la suite exacte de cohomologie 

e -> H*(X, 91) -» H°(X, ®) -* H°(X, $ ) 

-> Hl(X, 31) -* i^ tar , ®) -> ff(X, § ) 

-^H2(X, $') ->H2(X, <£)[-> H2(X, $")]. 

Pour comprendre le sense de Y exactitude, les termes de dimension deux 
doivent être munis d'un sous-ensemble privilégié qui est celui des classes neutres 
pour H2(X, $') [et H2(X, $")] et celui réduit à la classe nulle pour H2(X, $). 
L'exactitude signifie que l'image d'une application coïncide avec l'image 
inverse du sous-ensemble privilégié par l'application suivante. 

Note ajoutée à la correction des épreuves. Dans le cas où 31 = 3>(®)» M. D. 
Puppe me fait remarquer que l'hypothèse d'une suite exacte croisée est super­
flue pour définir le dernier terme de la suite exacte du théorème (9.4). Cette 
hypothèse est même superflue dans tous les cas. En effet de la condition (2.2) 
et de l'invariance de 31 par 3Ï il résulte que p(3l) est un sous-groupe invariant 
dans K et que 31" = %/p{3l) est donc un groupe. Or tout élément de p(3l) 
opérant sur un élément g G ® le transforme en un g' congru à g modulo 31. Il 
suit de là que 31" opère sur § par <£":3l" X $ —» § de telle sorte que l'on 
ait le diagramme commutatif suivant. 

*Xj 
31 X ® > » " X £ 
* I j ï *" 

® > $ 

Ensuite on définit p" de manière à avoir le diagramme commutatif: 

3 
e • S» — » @ — • $ - - > e 

[P ÏP ÏP" 

* —*> j»(5R) — > « — > S t " — > * 

https://doi.org/10.4153/CJM-1960-019-7 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1960-019-7


248 PAUL DEDECKER 

Comme dans le texte on vérifie alors que ( § , p", W) est un système de co­
efficients (en observant par exemple qu'on n'utilise plus le fait que k est un 
homomorphisme). 

10. Application aux espaces fibres. Soit 

e-^N->G^>H->e 

une suite exacte de groupes topologiques où N, fermé dans G possède une sec­
tion locale. Alors les jets locaux des applications continues d'un espace X 
dans N, G et H définissent des faisceaux 9Î, & et § sur X donnant lieu à une 
suite exacte (9.1). On sait que les éléments de Hl(X, § ) par exemple s'identi­
fient aux classes d'espaces fibres principaux localement triviaux de base X 
et de groupe structural H. Le problème se pose de déterminer si un espace 
fibre EH G Hl{X, § ) est l'image canonique d'un espace fibre EG £ Hl(X, ®). 
Le théorème 9.4 (ou la proposition (9.1)) a pour corollaire immédiat. 

THÉORÈME 10.1. L'espace fibre principal EH dont la base X est supposée 
paracompacte est l'image d'un EG si et seulement si àlEH est une classe neutre de 
H2(X, $')• 

Des applications concrètes de ce résultat demanderaient que l'on puisse 
calculer effectivement H2(X, $') au moins dans certains cas ou seulement que 
Ton ait des résultats donnant des conditions pour que H2(X, <ï>') se réduise 
à l'ensemble neutre E2(X, <£'). Une étude de la thèse de J. Frenkel [2, c] et 
de celle de H. Grauert. (à paraître aux Math. Annal.) conduirait vraisem­
blablement à des résultats de ce genre (voir aussi la communication de H. 
Cartan au symposium de Mexico, août 1956). 

Remarque. Il y aurait lieu de compléter le théorème 9.4 de manière à pouvoir 
déterminer quand deux éléments distincts d'un H2 ont la même image dans 
le H2 suivant. Ceci pourrait se faire en remplaçant le foncteur-ensemble H2 

par un foncteur-groupoïde § 2 mais il faudrait alors remplacer les foncteurs 
&1 que j 'ai introduits précédemment par des foncteurs encore plus compli­
qués. La question se pose de savoir si l'on peut définir des foncteurs Hn et fg>n 

pour n quelconque se réduisant aux foncteurs habituels dans le cas des co­
efficients abéliens et donnant lieu à des suites exactes. Des résultats frag­
mentaires semblent indiquer que la chose est possible mais, en l'absence 
d'applications, il convient de ne généraliser qu'avec quelque prudence. La 
chose pourrait être possible par une modification de la technique des résolu­
tions d'un faisceau par des daisceaux fins mais les "théorèmes d'unicité" 
présentent des difficultés. 

COMPLÉMENTS 

11. Acyclicité du tétraèdre. Les idées qui précèdent peuvent s'appliquer 
également à la cohomologie d'un complexe simplicial abstrait K à coefficients 
dans un groupe G muni d'un homomorphisme p dans un groupe A d'auto-
morphismç et satisfaisant à des conditions analogues à (2.1) et (2.2). 
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Supposons K consti tué par un té traèdre de sommets 1, 2, 3, 4 et A = 1(G), 
p é t an t l 'homomorphisme canonique. 

PROPOSITION 11.1. Sous les hypothèses précédentes, tout 2-cocycle alterné 
fondamental z de K est un cobord. 

Le cocycle z est un système alterné (aij} 7*^), tel que pour i,j,k,l = 1, 2, 3, 4 
on ai t 

(11.1) atJ G 1(G). 

(11.2) aijajkaki opère comme 7 ^ par automorphismes intérieurs. 

(11.3) jijjc = yiji-auiyijk) "Yuk-

On doit t rouver des gtj alternés tels que 

p(gij) = <*ij 

y%jk — gijgjkgki 

Choisissons arbi t ra i rement gu, £24 et £34 opérant comme «14, «24 et 0:34. 
Désignons par g4i, £42, £43 leurs inverses (opérant comme oui, «42, «43). Les 
relations 

7124 = gl2g24g41 

7234 = g23g34g42 

7314 = g3lgl4g43 

permet ten t de calculer gn, g23, £31 et leurs inverses #21, £32, gn qui opèrent 
nécessairement comme «12, «23, otn et leurs inverses a2i, «32, an en ver tu de 
(10.2). On va montrer que 

7123 = gl2g2ZgZl\ 

cela résulte de 

7123 = 7l24'«14(7423) '7143 = 7l24 * ai4«42 (7234) ' 7l43 

= gl2g24gil'gWgi2'g2*'gZi'gi2:g2i'gil-gU'g4Z'gto 

= gl2'g2Z'gZl> 

La suite de la démonstrat ion est une conséquence facile de l 'al ternation. 
Par exemple 

7412 = «4l(7l24) = g*l'gl2g24gil'gU = g4lXgl2Xg24, etC  
C.q.f.d. 

12. R e m a r q u e sur la c lasse n u l l e . Pa r définition la classe nulle de 
H2(U, <£) est formée des 2-cocycles réduits alternés z = (atj, yijk) tels qu'il 
existe £ = ({,) G C°(U, 21) et y = (gij) Ç CJÇU, ®) tels que 

(12.1) £ * z = by ou z = £ - 1 * by. 

Le 2-cocycle z n 'est donc pas nécessairement un cobord. Toutefois la propriété 
suivante, à met t re en rappor t avec la proposition 8.1, montre qu 'un 2-cocycle 
vérifiant (12.1) et un 2-cobord sont "p ra t iquemen t" la même chose. 
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PROPOSITION 12.1. Si le 2-cocycle z appartient à la classe nulle il existe (a) 
un recouvrement SB = (Wr)rtR tel que U soit plus fin que 2B; (b) un 2-cocycle 
z G Za

2(2B, <ï>) et une l-cochaîne y € Ca
1{\[, ®) ; (c) des applications admissibles 

(j>: R —> /, <t>': R—> I telles que 

(1) 4>(z) = 2, 

(2) «'(â) = by. 

Démonstration. Définissons R comme la réunion de / et d'une copie disjointe 
If dont les éléments seront notés i\j'y k' . . . . Ensuite on pose Wt = W\> = U i. 
Pour définir z = (âTSl yrst) on utilise les cochaînes £ et y intervenant dans 
(12.1) et on pose 

y = (g*y)> Pij = p(gij) 

OLij = aij} at'y = pij, OLi'i = %u OLi'j = OLfiOLij = ÇiOtij, 

û i i ' = Çt , OLij' = OLijOLjj' = atjÇj , 

Jijk = 7ijk, ïi'yii' = (àg)ijk, 

Ji'jk = Ji'j'k = Ji'jk' = £i(yijk)j 

7ij'k = 7ijk' = 7ij'k' = 7ijk-

Il faut d'abord vérifier que z est une 2-cochaîne (condition (4.2)), ce qui 
résulte du fait que z et ôy en sont et des égalités (cfr. condition (2.2)) 

p(yi'jk) = p[£i(yij*)] = £i P ( 7 ^ X - ) ? 7 1 = £* OLijajkaki fi 

= âi'jâjkâki'} 

P(7i'j'k) = . . . = OH'j>OLj>kOLki>, 

Piïfijk') = • • • = âijâjjc'âjc'i, 

pirfij'k) = oiijOLjkaki = 0Liyaykaki 

p(jijk') = • • • = o>ijâ~jk'ak>i 

Piïij'k') = • • • = OLij'OLj'vOLVi. 

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que z est alternée (définition (5.2). 
11 faut ensuite vérifier que z est un cocycle (condition (6.2)), ce qui résulte de 
vérifications faciles; par exemple: 

Ji'jk = Çi(7ijk)', 

7i'ji'<Xi>i(7ijk)'7i'ik = £i{7iji)-ZiOiii(7ijk)-£i{yiik) 

= %i(7iji-OLii(7i3k)'7iik) = ki{7tjk)\ 

7i'ji''ai'i'(7i'jk)'7i'i'k = ii{7 iji) •iiOLnfjlij{7 ijk) -ii{7 iik) 

= èi(7ijroiii(7ijk)'7iik) = £i(7ijk). 

Les propriétés (1) et (2) sont alors immédiates si l'on définit <j> et <// au 
moyen de 

<t>{i) = i <t>'(ï) = i'. C.q.f.d. 
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