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ALGORITHMES DES FRACTIONS CONTINUES
ET DE JACOBI-PERRON

BRIGITTE ADAM AND GEORGES RHIN

We give an algorithm by which one can compute, using only rational numbers, the
continued fraction and more generally the Jacobi-Perron algorithm expansion of
real algebraic numbers.

1. INTRODUCTION

Dans cet article on s'interesse a la determination du developpement en fraction
continue (et plus generalement du developpement par l'algorithme de Jacobi-Perron)
d'un nombre (respectivement n nombres) algebrique(s) reel(s).

Le developpement en fraction continue d'un nombre quadratique reel etant period-
ique, on s'interessera ici aux nombres algebriques de degre superieur a 2. Lang, Trotter
[6] et Cantor, Galyean, Zimmer [4] ont donne un algorithme (utilisant les polynomes
reduits) qui fournit le developpement en fraction continue d'un nombre algebrique.
Bombieri et van der Poorten [2] ont donne un algorithme simple qui fournit les quotients
partiels de \/2 mais la methode utilisee ne se generalise pas de fagon evidente pour le
degre superieur a 3. On decrit dans le deuxieme paragraphe un algorithme qui fournit le
developpement par l'algorithme de Jacobi Perron de n nombres algebriques reels et dont
le calcul ne fait intervenir que des nombres entiers. Apres avoir demontre la validite de
cet algorithme on l'appliquera a certains nombres algebriques reels. On donnera ensuite
quelques exemples numeriques. Les calculs ont ete effectues sur une station Sun Sparcl
avec le langage Pari developpe par Batut, Cohen et Olivier.

DEFINITION 1.1: Soit a = (a 1 ) a 2 ) . . . ,an) un vecteur de Rn (n > 1). Le
developpement par l'algorithme de Jacobi Perron [8] (note AJP) de a est la donnee
d'une suite de vecteurs {av)v>0 de Z" notes a" = ( a ^ o j , . . . , < ) et definis par:

a°=a

et pour v > 0 a\ = [a*] pour 1 < i < n

ou [ x ] designe la partie entiere du reel x.
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342 B. Adam and G. Rhin [2]

REMARQUES. L'algorithme de Jacobi Perron est une generalisation de l'algorithme

des fractions continues qui correspond a n = 1 dans la definition precedente. Si

l,ai,a2, • • • ,an sont Q-lineairement independants, alors ce developpement est infini.

A un tel developpement on associera la suite de matrices Av definies par

• av
n 1 0 . . . 0

< - i 0 1 '•• :

••. ' - . o

• • • 1

V 1 0 : : 0 /

2. DESCRIPTION DE L'ALGORITHME

2.1 DEFINITIONS ET NOTATIONS.

DEFINITION 2.1: On dira qu'une matrice M a coefficients reels est positive si elle
est a termes tous strictement positifs et positivement reguliere s'il existe un entier k > 0
tel que M* soit positive.

Soit n un entier (n ^ 1) et a i , . . . , a n , n entiers algebriques reels (strictement
positifs) tels que l , a i , . . . ,an soient Q-lineairement independants. On note K —

Q[oti,..., an], d le degre de K sur Q et m = d — 1. On complete « i , . . . , ocn par
an_f-i,... , a m tel que {1, a x , . . . , a m } soit une base de K sur Q. On choisit un element
non nul u> de if tel que:

(1) w > max |wy| ou les wy sont les conjugues de u> dans C;

(2) la transposed de la matrice de la multiplication par u> exprimee dans la
base { a m , . . . , o ; i , l } , notee M, soit une matrice a coefficients entiers
positivement reguliere.

NOTATION. Les matrices seront, par la suite, notees de la facpn suivante:

' O-m,m • • • a m , l

M(n) designera la matrice extraite de M en supprimant les lignes de numero m a

(n + 1).
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[3] Algorithmes des fractions continues 343

ALGORITHME 2.2. On donne un algorithme qui fournit le developpement par l'AJP de
(c*i,... , an ) jusqu'a l'ordre p donne. Soit k0 un entier tel que M*° soit a termes tous
strictement positifs.

(1)

(2)

(3)

k = 0, Mk = Mk°{n). On note Mk = {a,

Si Mk verifie la condition (Cl) suivante:
(Cl) Pour 0 ^ i ^ n, les quotients de la division de â - par aoj dans

Z sont tous egaux pour 0 ^ j ' ^ TO,
alors on pose 6,- = [(a

A =

\ 1

Si Mj; ne verifie pas la condition (Cl) on passe a l'etape (4).
On pose H = A~1Mk = (/itj)o$i<n • On peut remarquer que H est a

1 0 .

0 1

:

0

.. 0 \

•• 0

•• 1

.. 0)

(4)

coefficients positifs ou nuls. Si H verifie la condition (C2) suivante:
(C2) Pour 0 < j < m, hoi>0,

alors on a A = Ak (ou 4̂̂  designe la k-ieme matrice de l'algorithme de
Jacobi-Perron definie dans le paragraphe precedent) et on pose Mk+i =
H, k = k + 1. S i f c < p o n passe a l'etape (2), sinon on s'arrete. Si H
ne verifie pas la condition (C2) on passe a l'etape (4).
Mk = MkM. On reitere cette operation jusqu'a ce que Mk soit a termes
tous strictement positifs. On passe a l'etape (2).

3. PREUVE DE L'ALGORITHME

On montre que l'algorithme precedent fournit le developpement par l'AJP de
(a i , . . . , a n ) , c'est-a-dire qu'a chaque etape on a A = Ak- Pour cette demonstration
on utilise le theoreme de Frobenius [5]:

THEOREME 3 . 1 . Soit A line matrice carree a coefficients reeis d'ordre n posi-
tivement reguliere alors:

(a) A admet un vecteur propre x° a termes tous strictement positifs tel que
Ax" =\ox°.

(b) Si A 7̂  Ao est une autre vaieur propre de A alors |A| < Ao .
(c) B existe un n-uple f° a termes tous strictement positifs tel que tf°A =

Ao1/0 et tel que X>?/? = 1.
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(d) En posant P = (x</,? on a lim ±Ak = P.

(1) Premierement on montre qu'il est toujours possible de construire une matrice

verifiant la condition (Cl) et telle que H — A~lMk verifie la condition (C2).

M etant positivement reguliere, on peut utiliser le theoreme de Frobenius

par lequel on a:

(i) w est la seule valeur propre de M de plus grand module dont le

vecteur propre associe est:

/am\

V 1 /

(ii) lim —:M' = P avec P — (aiXj)o<i<m (en notant «o = 1) ou

A =

\ Ao

est a termes tous strictement positifs.

On en deduit que pour tout e > 0, il existe Z<) > 0 tel que si I > lo,

alors, en notant Ml = (ai,)o^i^m, \(a>ij/a>oj) - (.txi\j)/(ao\j)\ < e. Or

ai^ [an], done pour tout I assez grand on aura [o-ij/aoj] = [««] • C'est-a-

dire que pour tout i, 0 ^ i ^ n, les quotients de ô - par aoj, notes bij,

sont tous egaux pour 0 ^ j ^. m. On a de plus

Urn ijA^MUn) = A'1 P(n) =

Ao \
(an ' -6n)Am .

\ ( a i - 6 i ) A

Done pour tout / assez grand la matrice H definie dans (3) par H =

A~1M'(n) verifie la condition (C2), a savoir hoj > 0, pour 0 Sj j ^ m.

(2) On montre a present que si les 6j sont definis par (2) alors 6̂  = [oti
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On

H =

an,m — aO,

w etant la valeur propre de M associee au vecteur propre f2, il existe un
entier I > 0 tel que Mfcfi = w'fi(n), c'est-a-dire:

\Oo , m . . . O0,o

d'ou (pour 0 ^ i ^ n)

fOLr,

\ 1 ;

= wl

/

\ 1

\

E
i=om

j = 0

c'est-a-dire,

j = 0

i=o

entraine que 0 <

1, c'est-a-dire, b{ = [a^ (pour 0 ^ i ^ n). Ainsi on a montre que

jctj

(3) Montrons par recurrence que l'algorithme fournit le developpement par l'AJP
de ( a i , . . . , an ) jusqu'au rang p.

Soit (Hk ) l'hypothese: jusqu'au rang k on a A = Ak • Precedemment
on a montre (Ho), supposons done (Hk) et montrons (Hk+i)- On a

lim —;..
I-.00 w'

(E) A?... = (1 /a^ 1 ) . . . l / a ^ a ^ 1 A,-) „ *
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ou a,- sont les reels definis par le developpement par 1'A JP de ( eti,... , an ).
En effet,

d ' o u

/anXm . . . an\0 \

\ Xm . . . Ao

(an-a°n)Xm . . . (an-a°)A0

f °
1 ••

o '•

. ... () 1 \

- <

• ' • • o

. 0 ][ - A)

\ ( a i - a ? ) A m . . . ( a i - a ° ) A 0 /

et par recurrence on obtient la formule (E). En remplagant dans les
demonstrations precedentes ( a i , . . . , a n ) par ( o j + 1 , . . . ,a*+ 1) on ob-
tient 6,- = [ai+1] soit A = Ak+i ce qui termine la demonstration.

4. APPLICATION A CERTAINS NOMBRES ALGEBRIQUES

4.1 DEVELOPPEMENT DES RACINES R-IEMES. Soient r e t n des entiers tels que r ^ 2

e t l ^ n ^ r - 1 . Soient (« i , . . . , an) — I yd, VcP,... , yd" 1 ou d est un entier

different d'une puissance r-ieme. On pose K — <Qu Vd), une base de K sur Q est

B = { Vd7—1,..., \/d, 1} • On choisit w = 1 + \/3 -f . . . + Vd'-1. On peut verifier
que la transposee de la matrice de la multiplication par u> exprimee dans la base B
est positive, done on peut utiliser I'algorithme decrit precedemment pour donner le
developpement par 1'AJP de (\/d, </d?,... , y/d"\ .

4.2 AUTRES NOMBRES ALGEBRIQUES. Soit f(X) - arX
r - (ar_iXr~x + ... + o0) un

polynome irreductible de Z[X] tel que arao > 0, aj ^ 0 (1 ^ ii ^ r — 1) et tel qu'il
existe deux entiers fci et &2 premiers entre eux tels que a^a^ > 0 (on dira que /
est positivement reduit). Soit a la seule racine reelle positive de / (l'unicite de cette
racine est donnee par la regie de Descartes [7]). On pose K = Q(a), une base de K
sur Q est {a*""1,... , a, 1}. On choisit w = ara. La transposee de la matrice de la
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multiplication par w exprimee dans la base {ar * , . . . , a, 1} est

M =

ar 0 . . . 0 0

0 •• ' • • :

: •• "-. 0
\ 0 .. . 0 ar 0 /

Pour montrer que M est positivement reguliere, on utilise la proposition [3] suivante:

PROPOSITION 4 . 1 . Soit A = (aj;)o<i^n unematrice carree d'ordre n a termes

reeis positifs ou nuls. Soit G(A) le graphe oriente associe a A de la fagon suivante:

- les sommets de G(A) sont 1,2, . . . , n .

G(A) possede un arc de i veis j si a-ij ^ 0.

Alors les deux propositions suivantes sont equivalentes:

(i) A est positivement reguliere.

(ii) G(A) est un graphe tortement connexe (c'est-a-dire, pour tout couple
(x,y) de sommets il existe un chemin de x a y et un chemin de y ax)
tel que le PGCD des longueurs des circuits (chemin ( x i , . . . ,xq) tel que
xi = xq ) de G(A) soit egal a 1.

arao > 0 entraine que G(M) est fortement connexe et / positivement reduit
entraine que le PGCD des longueurs des circuits est egal a 1 (en effet, il existe deux
circuits de longueur respective fci et A )̂. M etant a termes tous positifs ou nuls, la
Proposition 4.1 implique done que M est positivement reguliere. D'apres le theoreme
de Frobenius, w est la valeur propre de M de plus grand module. On peut done utiliser
l'algorithme precedent pour donner le developpement par l'algorithme de Jacobi-Perron
de (a i , . . . ,a n ) = (a ,a 2 , . . . ,an) o i n ^ r - l .

REMARQUE 4.2. Si f(X) = aTXr - (a r_iX'"1 +... + a0) avec aTa0 > 0, â  ^ 0
(1 ^ i < r — 1), aT-i < 0 est tel qu'il existe deux entiers fci et fc2 premiers entre
eux tels que a^a^ > 0 (on dira que / est "presque positivement reduit") alors en
remplagant w par ara + |ar-i | on aura

M =

ar

0

r - l |

\ 0

qui est positivement reguliere.

\ar-l\

ar
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5. LE CAS DES FRACTIONS CONTINUES

On etudie dans ce paragraphe comment appliquer l'algorithme dans le cas des
fractions continues a un nombre algebrique a. Soit a une racine reelle d'un polynome
irreductible P de degre r ^ 2 de 1\X\. Soit [co,Ci,... , cj^,...] le developpement en
fraction continue de a. On peut construire une suite de polynomes Ph. de Z[X] par:

Po=P,

D'apres Zassenhaus [9] les polynomes Ph admettent aj,, quotients complets de a, pour
racine et pour h suffisamment grand, Akritas [1] a montre que ce resultat peut etre
rendu effectif, les autres racines, notees /?/,, verifient |/3fc| < 1 et — 1 < Re (/3fc) < 0, ou
Re (/?&) designe la partie reelle de fih • On dit que Ph (ou ah) est reduit.

Pour developper a en fraction continue, on construit la suite des polynomes Ph
(en utilisant, par exemple, l'algorithme de Cantor, Galyean et Zimmer [4]) et si Ph. est
positivement reduit ou presque positivement reduit on peut alors utiliser l'algorithme
precedent pour developper ah • Nous donnons dans la proposition suivante une condi-
tion suffisante pour que Ph. verifie cette propriety.

PROPOSITION 5.1.

(i) Si r = 2, alors Ph. reduit equivaut a Ph positivement reduit.
(ii) Si r ^ 3, alors Ph. reduit et Ch ^ r — 1 impliquent que Ph+i est positive-

ment reduit.

PREUVE: (i) etant evident, montrons (ii). En notant

r - 1

Ph(X) = arX
r - (a,-! Jf-1 + ... + ao) = ar(X - ah) J2 'jX'-^1,

on a, pour 0 ^ j ' ^ r — 1, Sj > 0 et ar^j/ar = ahSj-i — Sj; en posant

Ph+i(X) = ATXT - (Ar-iX*-1 + ... + Ao),

on a d'apres la formule de Taylor,

Ph+i(X) = -X Ph(ch) +
* = 0

done, pour 0 ̂  k < r
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d'ou (pour 0 O < r , 1 ̂  / < fc)

Posons

) C

a < CH + 1 implique que

c'est-a-dire, A > c j - '^f t r - Z - l)!)/((fc - Q!(r - * - l)!)(ek - (Jfe - l)/(r - k)) et cA ^
r — 1 implique que ĉ  — (k — l)/(r — fc) ̂  0, c'est-a-dire, A > 0. Or pour 0 ^ i ^ k,
on a si > 0, done pour 0 ^ fc < r, on a Ak > 0. Or i r = — Pft(cfc) > 0, done Ph+i
est positivement reduit. U

REMARQUE 5.2. (a) Si r = 3, alors P^ reduit et cj, ̂  1 impliquent que P/, ou
ou Pfc+2 positivement reduits.

(b) Si r > 3, alors Ph. reduit et cj, ^ r — 2 impliquent que Pj,+i est presque
positivement reduit. Dans ce cas on ne peut pas esperer remplacer la borne (r — 1) par
1, en effet on peut considerer le contre-exemple suivant: Ph(X) = 8X4 + 2X3 — 14X2 —
13X — 3. On a Ph reduit et c/, = [a^] = 1, or Ph+i n'est pas positivement reduit.

6. EXEMPLES NUMERIQUES

6.1 DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE. On developpe \/2 en fraction continue
a. l'ordre 1000. On choisit w = 1 + \/2 + \/i et on utilise l'algorithme precedent avec

M =

On constate que les calculs sont nettement plus rapides (6 ms) et la taille des en-
tiers necessaires au calcul (environ 170 chiffres) plus petite qu'en utilisant les formules
donnees par Bombieri et Van der Poorten (6mn et 507 chifFres).

6.2 DEVELOPPEMENT PAR L'ALGORITHME DE JACOBI-PERRON. On developpe
, \/l6) par l'algorithme de Jacobi-Perron a l'ordre 2000.
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On choisit w = 1 + \/i + \/l6 et on utilise l'algorithme precedent avec

/ I 4 4'

M = I 1 1 4

\ 1 1 1,

On constate que les plus grands entiers intervenant dans le developpement sont

(1920,2002) a l'ordre 1799. Les plus grands entiers necessaires au calcul ont environ

990 chifFres.

On peut remarquer que, pour cet exemple, en remplagant dans l'algorithme M par

(1/9)M3 (matrice de determinant 1) on diminue considerablement la taille (81 chiffres)

des entiers necessaires au calcul (par contre le temps est environ le meme).

6.3 DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE DE a ou a EST UNE RACINE DE

P(X) - X7 - IX + 3. P admet 3 racines reelles. Notons a l'une d'entre elles.
En construisant la suite des polynomes Ph. definies dans le paragraphe precedent on

constate que P4 est positivement reduit. On note i"4 = 5Z aiXx et on la racine reelle

de P4 . On considere w = 0704 et l'algorithme precedent nous fournit le developpement
en fraction continue de a$ soit celui de a (quel que soit a, racine reelle de P).
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