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ALGORITHMES DES FRACTIONS CONTINUES
ET DE JACOBI-PERRON

BRIGITTE ADAM AND GEORGES RHIN

We give an algorithm by which one can compute, using only rational numbers, the
continued fraction and more generally the Jacobi-Perron algorithm expansion of
real algebraic numbers.

1. INTRODUCTION

Dans cet article on s’intéresse a la détermination du développement en fraction
continue (et plus généralement du développement par 'algorithme de Jacobi-Perron)
d’un nombre (respectivement n nombres) algébrique(s) réel(s).

Le développement en fraction continue d’un nombre quadratique réel étant périod-
ique, on s’intéressera ici aux nombres algébriques de degré supérieur a 2. Lang, Trotter
[6] et Cantor, Galyean, Zimmer {4] ont donné un algorithme (utilisant les polyndmes
réduits) qui fournit le développement en fraction continue d'un nombre algébrique.
Bombieri et van der Poorten [2] ont donné un algorithme simple qui fournit les quotients
partiels de ¥/2 mais la méthode utilisée ne se généralise pas de fagon évidente pour le
degré supérieur 3 3. On décrit dans le deuxiéme paragraphe un algorithme qui fournit le
développement par V'algorithme de Jacobi Perron de n nombres algébriques réels et dont
le calcul ne fait intervenir que des nombres entiers. Aprés avoir démontré la validité de
cet algorithme on I'appliquera a certains nombres algébriques réels. On donnera ensuite
quelques exemples numériques. Les calculs ont été effectués sur une station Sun Sparcl
avec le langage Pari développé par Batut, Cohen et Olivier.

DEFINITION 1.1: Soit @ = (aj,02,...,a,) un vecteur de R™ (n > 1). Le
développement par lalgorithme de Jacobi Perron (8] (noté AJP) de a est la donnée
d'une suite de vecteurs (a"),, de Z" notés a* = (a¥,a},... ,a%) et définis par:

a®=a

etpour ¥ 20 a’ =[a!]pourl<ign

.y v v+1 1 v+1 al,; —ai, .
et sial #af al =——7; aj =—av—_T-pourlg1.<n.
o —a 174

ol [z] désigne la partie entiére du réel z.
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REMARQUES. L’algorithme de Jacobi Perron est une gépéralisation de l’algorithme
des fractions continues qui correspond & n = 1 dans la définition précédente. Si
1,a;,az,... ,a, sont Q-linéairement indépendants, alors ce développement est infini.

A un tel développement on associera la suite de matrices A, définies par

a; 1 0 ... O
a;, _, 0 1
A, = 0
ay 1
1 0 0

2. DESCRIPTION DE L’ALGORITHME
2.1 DEFINITIONS ET NOTATIONS.

DEFINITION 2.1: On dira qu’une matrice M a coefficients réels est positive si elle
est a termes tous strictement positifs et positivement réguliére s’il existe un entier & > 0

tel que MF soit positive.

Soit n un entier (n > 1) et ai1,...,a,, n entiers algébriques réels (strictement
positifs) tels que 1,ai,...,a, soient Q-linéairement indépendants. On note K =
Qlay, ... ,an], d le degré de K sur Q e¢ m = d — 1. On compléte ay,... ,a, par
Qnt1,--- ,0m tel que {1,a1,...,0.,} soit une base de K sur Q. On choisit un élément
non nul w de K tel que:

(1) w> max |w;| olt les w; sont les conjugués de w dans C;
<isd

(2) la transposée de la matrice de la multiplication par w exprimée dans la
base {am,...,a1,1}, notée M, soit une matrice & coefficients entiers
positivement réguliere.

NOTATION. Les matrices seront, par la suite, notées de la fagon suivante:
mm - - - Qmpo
M = (aij)ogigm =
0<jism

ao,m . e . 29,0

M(n) désignera la matrice extraite de M en supprimant les lignes de numéro m a
(n+1).
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ALGORITHME 2.2. On donne un algorithme qui fournit le développement par 'AJP de
(a1,..- ,an) jusqu’aVordre p donné. Soit k¢ un entier tel que MPko soit & termes tous
strictement positifs.

(1) k=0, M, = Mko(n)_ On note My = (aij)gg,'gn .

0<i<m

(2) Si M; vérifie la condition (C1) suivante:
(C1) Pour 0 € i € n, les quotients de la division de a;; par ao; dans
Z sont tous égaux pour 0 < j < m,

alors on pose b; = [(ai;)/(ao;)] et

b, 1 0 ... O
booy 01 :
1 0 ... ... 0

Si M} ne vérifie pas la condition (C1) on passe a 'étape (4).

(3) On pose H = A7'My = (hij)ogign - On peut remarquer que H est 3
0<i<m
coefficients positifs ou nuls. Si H vérifie la condition (C2) suivante:

(C2) Pour 0 < j<m, hoj >0,
alors on a A = A} (ot A; désigne la k-iéme matrice de 'algorithme de
Jacobi-Perron définie dans le paragraphe précédent) et on pose Mg41 =
H,k=k+1. Si £k < p on passe a ’étape (2), sinon on s’arréte. Si H
ne vérifie pas la condition (C2) on passe a I'étape (4).
(4) M = MM . On réitére cette opération jusqu’a ce que M} soit & termes

tous strictement positifs. On passe a I’étape (2).

3. PREUVE DE L’ALGORITHME

On montre que ’algorithme précédent fournit le développement par 'AJP de
(e1,... ,04), c’est-a-dire qu’a chaque étape on a A = 4. Pour cette démonstration
on utilise le théoréme de Frobenius [5]:

THEOREME 3.1. Soit A une matrice carrée a coefficients réels d’ordre n posi-

tivement réguliére alors:

(a) A admet un vecteur propre z° & termes tous strictement positifs tel que
Az® = X\g2°.
(b) Si A# Ay est une autre valeur propre de A alors |A| < A, .

(c) I existe un n-uple f° a termes tous strictement positifs tel que *f°A =
n

Xo tf° et tel que Y z?f? =1.

=1
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(d) En posant P = (z{f!)ogicn, ona lim ;‘%A" =P.
0<i<n k—oo %o

(1) Premiérement on montre qu’il est toujours possible de construire une matrice

M), vérifiant la condition (C1) et telle que H = A~ M, vérifie la condition (C2).

M étant positivement réguliére, on peut utiliser le théoréeme de Frobenius
par lequel on a:

(i) w est la seule valeur propre de M de plus grand module dont le
vecteur propre associé est:

Qpm

1
ii) lim —M!'= P avec P = (a;);)ocicm (en notant ag =1) ol
I—o00 wl PEASIA

0gigm
Am
A= : est a termes tous strictement positifs.
A1
Ao

On en déduit que pour tout ¢ > 0, il existe Iy > 0 tel que si I > [y,
alors, en notant M' = (aij)ogigm, |(aij/a0;) — (@:dj)/(a0Aj)| < €. Or

0g<ism

a;i # [a;], donc pour tout [ assez grand on aura [aij/aoj] = [a;]. Clest-a-
dire que pour tout 7, 0 < i < n, les quotients de a;; par aoj, notés b;;,

sont tous égaux pour 0 £ j < m. On a de plus

Am - Ao
1 (an=ba)dm - . . (@n—=>bn)e
- — ] . A— _
ll-EEo;TA 'M!(n) = A"'P(n) =
((11 - bl )Am ... (a1 - bl )Ao

Donc pour tout ! assez grand la matrice H définie dans (3) par H =
A71M!(n) vérifie la condition (C2), a savoir ho; > 0, pour 0 € j < m.

(2) On montre a présent que si les b; sont définis par (2) alors b; = [ay]
(1<i<n).
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Ona
ao,m « e . ag,0
Gn.m — ao,mbn - - - Qngo — ao,obn
H =
alm — do,mbl . e . @10 — ao,ob1

w étant la valeur propre de M associée au vecteur propre 2, il existe un
entier [ > 0 tel que M) = w'Q(n), c’est-a-dire:

Gnom -« - . QGpo

Om o
= wl 3
ay ay
1 1
aom - - - 4ap,0
d’ott (pour 0Kt < n)
m
2 aija;
—
AG=m
2 ;e

=0

c’est-a-dire,

ngF!

2 (a5 — aojbi)e;
J

a; =b; +

mm
Y aoja;
j=0

1=0 7=0

b; = [a:j/ao;] entraine que 0 < (i (aij —aojb,-)a,)/(i aojaj) <
1, clest-a-dire, b; = [a;] (pour 0 < ¢ < n). Ainsi on a montré que
A=A,.
(3) Montrons par récurrence que l’algorithme fournit le développement par ’AJP
de (a1,... ,an) jusqu’au rang p.
Soit (Hy) 'hypothése: jusqu’au rang & on a A = A;. Précédemment
on a montré ( Hyp ), supposons donc (Hj) et montrons (Hgy1). On a

lim —l—A;1 . ..A;lM'(n) = A;l . ...Ao_lP(n) et

l— oo wl

(E) APl LAFP(n) = (1/ak*Y) 170k (@F T N) ogign

0<i<m
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ou af'“ sont les réels définis par le développement par PAJP de (ay,... ,a,).
En effet,
0 0 1 Apdm - . . QpAp
1 —al
A'P(n)= | ¢ : '
' 0 A A
0 0 1 -af ™ 0
d’ou
Am R Ao
(a,. —_ a?,)/\m o (an — a.g,) Ao 1
—1P = . . e e . = — IA ] ig<n
AP W Wigs
(a1 — a.(l’))\m .. (al — a‘l))/\o

et par récurrence on obtient la formule (E). En remplagant dans les
démonstrations précédentes (ai,...,a,) par (a¥t ... a**1) on ob-
k+11
1

tient b; = [« soit 4 = Ag41 ce qui termine la démonstration.

4. APPLICATION A CERTAINS NOMBRES ALGEBRIQUES

4.1 DEVELOPPEMENT DES RACINES R-IEMES. Soient 7 et n des entiers tels que r > 2
et 1 <n<r—1. Soient (eay,...,a,) = (\'/c_i, Vd2,... d") ol d est un entier

différent d’une puissance r-iéme. On pose K = Q({/j)’ une base de K sur Q est
B = {,"/d‘l‘—l,-.. ,\'/E:].}. On choisit w =1 + \'/E_*_ oo+ \"/dr_—f On peut vérifier

que la transposée de la matrice de la multiplication par w exprimée dans la base B

est positive, donc on peut utiliser 'algorithme décrit précédemment pour donner le

développement par 'AJP de ({/E, Vd2,... .3 d") .

4.2 AUTRES NOMBRES ALGEBRIQUES. Soit f(X) =¢,X" — (a,-1 X'+ ...+ ao) un
polynéme irréductible de Z[X] tel que arap > 0, a; 20 (1 i <7 —1) et tel qu'il
existe deux entiers k; et k, premiers entre eux tels que ap ax, > 0 (on dira que f
est positivement réduit). Soit a la seule racine réelle positive de f (I'unicité de cette
racine est donnée par la régle de Descartes [7]). On pose K = Q(a), une base de K

sur Q est {a™!,... ,a,1}. On choisit w = a,a. La transposée de la matrice de la
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multiplication par w exprimée dans la base {a""},... 0,1} est
Qpr—3 cee e . Qg
a, 0O ... 0 O
M= 0 . .
: . .0 :
0 ... 0 a O

Pour montrer que M est positivement régulitre, on utilise la proposition {3] suivante:

ProposITION 4.1. Soit A = (aij)ogign une matrice carrée d’ordre n a termes
0Lisn

réels positifs ou nuls. Soit G(A) le graphe orienté associé a A de la fagon suivante:
- les sommets de G(A) sont 1,2,...,n.
- G(A) posséde un arc de i vers j si a;; #0.
Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes:
(i) A est positivement réguliére.
(ii) G(A) est un graphe fortement connexe (c’est-a-dire, pour tout couple
(z,y) de sommets il existe un chemin de © 3 y et un chemin de y a z)
tel que le PGCD des longueurs des circuits (chemin (z1,... ,24) tel que
z, = z4) de G(A) soit égal 3 1.

arag > 0 entraine que G(M) est fortement connexe et f positivement réduit
entraine que le PGCD des longueurs des circuits est égal 3 1 (en effet, il existe deux
circuits de longueur respective k; et k;). M étant a termes tous positifs ou nuls, la
Proposition 4.1 implique donc que M est positivement réguliére. D’aprés le théoreme
de Frobenius, w est la valeur propre de M de plus grand module. On peut donc utiliser
Palgorithme précédent pour donner le développement par 'algorithme de Jacobi-Perron

de (a1y... ,00) = (&,a%,...,a") ou n<r—1.

REMARQUE 4.2. Si f(X) = a,. X" ~ (a.,_lX'_1 +...+ao) avec arag > 0, a; 2 0
(1 €i<r—1), army < 0 est tel qu'il existe deux entiers k; et k; premiers entre
eux tels que ag,ax, > 0 (on dira que f est “presque positivement réduit”) alors en

remplagant w par a,a + |ar—;1| on aura

a.,_1+|a,,._1| e ag
a, lar-1] .- 0 0
M= 0
: |ar—l|
0 e 0 ar are]

qui est positivement réguliére.
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5. LE CAS DES FRACTIONS CONTINUES

On étudie dans ce paragraphe comment appliquer ’algorithme dans le cas des
fractions continues a4 un nombre algébrique a. Soit a une racine réelle d’un polynéme
irréductible P de degré r > 2 de Z[X]. Soit [co,€1,--- ,Ch,-..-] le développement en
fraction continue de a. On peut construire une suite de polynémes P, de Z[X] par:

Po =P,

1
Ph+1(X) =—-X"Ph, (Ch + 3(—)

D’aprés Zassenhaus [9] les polynémes Pj, admettent ap, quotients complets de a, pour
racine et pour h suffisamment grand, Akritas [1] a montré que ce résultat peut étre
rendu effectif, les autres racines, notées §, vérifient |85 <1 et —1 < Re (Br) <0, on
Re (Bh) désigne la partie réelle de B,. On dit que P (ou ay) est réduit.

Pour développer a en fraction continue, on construit la suite des polynémes P,
(en utilisant, par exemple, ’algorithme de Cantor, Galyean et Zimmer [4]) et si P, est
positivement réduit ou presque positivement réduit on peut alors utiliser l'algorithme
précédent pour développer aj. Nous donnons dans la proposition suivante une condi-

tion suffisante pour que P vérifie cette propriété.
ProprposiTION 5.1.
(i) Sir =2, alors P, réduit équivaut & P, positivement réduit.
(i1) Sir > 3, alors Py réduit et cp, > r —1 impliquent que P4 est positive-

ment réduit.
PREUVE: (i) étant évident, montrons (i1). En notant

r—1
Pu(X)=0a, X" — (ar1 X" +... +a0) = ar(X — ap) Zstr—j_l,

j=o
ona,pour 0<j<r—1, 8 >0et a,_j/a, = apsj_1 — sj; en posant
Prii1(X) = A, X" — (Ar1 X771+ 4+ Ao),
on a d’aprés la formule de Taylor,

r = PR (en) L
Prpi(X)=-X Ph(ch)-f-z———_—k),— )
k=0 :

donc, pour 0 <k <r
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d’ol (pour 0 < k<7, 1 <I<k)

4, & r—1\ r—=1-1\ 43

a s'{(k_z>°" ol (O L aat SN
_ T"‘l k—1 T—l—l k—1-1 .
A‘(k—z)ch (k—z—1)°’= &

cnp € a < cp + 1 implique que

k—I1—1 T—l"l _ 1"—[—1
A> ey {c"( k-1 ) (k—l—-l }

c'est-a-dire, A > k' ((r = 1= 1))/ ((k = Dr —k — 1)) (ch — (k= 1)/(r — k) et s >
r —1 implique que ¢, — (k —1)/(r — k) = 0, c’est-a-dire, A > 0. Or pour 0 < I <k,
onas >0,doncpour 0 k<r,ona A > 0. Or A, = —Py(cs) > 0, donc Pryy
est positivement réduit. 0

Posons

REMARQUE 5.2. (a) Si r = 3, alors P, réduit et c; > 1 impliquent que P, ou Piyy
ou Phyy positivement réduits.

(b) Si » > 3, alors P, réduit et ¢, > r —2 impliquent que Pyy; est presque
positivement réduit. Dans ce cas on ne peut pas espérer remplacer la borne (r — 1) par
1, en effet on peut considérer le contre-exemple suivant: Py(X) = 8X*+2X3 —14X* -
13X — 3. On a P, réduit et ¢ = [ay] =1, or Phpy1 n’est pas positivement réduit.

6. EXEMPLES NUMERIQUES

6.1 DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE. On développe v/2 en fraction continue
4 P’ordre 1000. On choisit w =1+ /2 + ¥/4 et on utilise I'algorithme précédent avec

1 2 2
M=111 2
111

On constate que les calculs sont nettement plus rapides (6 ms) et la taille des en-
tiers nécessaires au calcul (environ 170 chiffres) plus petite qu’en utilisant les formules
données par Bombieri et Van der Poorten (6mn et 507 chiffres).

6.2 DEVELOPPEMENT PAR L'ALGORITHME DE JACOBI-PERRON. On développe
(\S/Z, V/16) par l'algorithme de Jacobi-Perron a ’ordre 2000.
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On choisit w =14 ¥4+ ¥/16 et on utilise I'algorithme précédent avec

1 4 4
M=[11 4
1 11

On constate que les plus grands entiers intervenant dans le développement sont
(1920,2002) a l'ordre 1799. Les plus grands entiers nécessaires au calcul ont environ
990 chiffres.

On peut remarquer que, pour cet exemple, en remplacant dans ’algorithme M par
(1/9)M?® (matrice de déterminant 1) on diminue considérablement la taille (81 chiffres)

des entiers nécessaires au calcul (par contre le temps est environ le méme).

6.3 DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE DE a OU a EST UNE RACINE DE
P(X) = X" - 7X + 3. P admet 3 racines réelles. Notons a 'une d’entre elles.

En construisant la suite des polynémes P, définies dans le paragraphe précédent on
7 .
constate que P, est positivement réduit. On note Py = 3 a;X* et a4 la racine réelle
1=0
de P;. On considére w = ayay et Valgorithme précédent nous fournit le développement

en fraction continue de a4 soit celui de a (quel que soit a, racine réelle de P).
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