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Résumeé. Soientk un corps parfait de caractéristigge> 0, Ko = FraqW (k)), = une uniform-
siante deKg et, € Ko(n € N) tels querg = 7 et ”;f+1 = 7. On noteK o = U, enKo(Tn),

Heo = Gal(Kp/Koo) €t G = Gal(Kp/Ko). Le résultat principal de cet article est que le foncteur
‘restriction de I'action de Galois’ des représentations cristalline€ @depoids de Hodge—Tate dans

un intervalle de longueug p — 2 vers les représentatiopsadiques de, est pleinement fidele,
d’'image essentielle stable par sous-objet et quotient. La preuve découle de la comparaison entre deux
maniéeres de contruire des représentations mogiude Hxo: I'une par I'intermédiaire du corps des
normes deK o, l'autre par l'intermédiaire de modules iltrés’ a puissances divisées précédemment
introduits par I'auteur.

Mots-cles: Représentation galoisienne modylpcorps des normes, représentation cristalline.

Abstract. Letk be a perfect field of characteristic> 0, Kg = FraqW (k)), = a uniformizer inKg

andm, € Ko(n € N) such thatrg = 7 andnlerl = 7. We write Koo = U,enKo(mn), Hoo =
Gal(Kp/Koo) andG = Gal(Kg/Kgp). The main result of this paper is that the functor ‘restriction

of the Galois action’ from the category of crystalline representatiors wfth Hodge—Tate weights

in an interval of length< p — 2 to the category op-adic representations di, is fully faithful

and its essential image is stable by sub-object and quotient. The proof uses the comparison between
two ways of building modp representations dff»,: one thanks to the norm field & o, the other

thanks to some categories of ‘filtered’ modules with divided powers previously introduced by the
author.

Mathematics Subject Classifications1991):11S23, 14F30, 14L05, 14F40.

Key words: Mod. p Galois representation, norm field, crystalline representation.

1. Introduction

Soientk un corps parfait de caractéristigye > 0, W = W(k) 'anneau des
vecteurs de WittK, = FraqW) et Ko une cléture algébrique d&,. On sait

le réle crucial joué par la tour cyclotomiquo(” v1) C Ko en arithmétique
(théorie d’'lwasawa). Dans cet article, court et élémentaire, on s’intéresse a une
autre extension infinie d&y, qui, bien qu’'a priori moins riche que la tour cyclo-
tomique, présente des propriétés vis a vis des représentations cristalliGes-de
Gal(Ko/Ko) que ne posséde pas cette derniére. Fixonsme uniformisante de
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Ko, m,(n € N) des éléments d& tels querg = 7 et 7l = m,_1sin > 1et
soientK, = Ko(,), Koo = Up,enK, €t Hy, = Gal(Kg/ K o,), NOUS montrons ici.

THEOREME 1.1. (5.2) Soientg et 4 deux entiers tels qu® < h — g <
p— 2 Re|dg " (G) la catégorie des représenations cristallines @ex poids de
Hodge—Tate entrg eth etRep (Hoo) la catégorie des représentatiops adiques

de H,,, le foncteur restrlctlon de I'action de Galmﬁeﬂg "](G) — Rep (Hoo)
est pleinement fidele. Son image essentielle est stable par sous- objet et quotient.

Il est probable que ce résultat s’étende a toutes les représentations cristallines
mais il est trivialement faux si 'on rempladé,, par la tour cyclotomiqueQ, et
Q,(1) sont des représentations cirstallines distinctes, mais deviennent isomorphes
surKo(” V1!

La preuve utilise la théorie du corps des normes de Fontaine—Wintenberger
([Wi]) et certains résultats de [Brl]. On se ramene d’'abogd-a O et, par dévis-
sages, a des représentations modul@e qui utilise les catégories de Fontaine—
Laffaille et explique la restriction sur les poids de Hodge—Tate). Puis on relie
la construction des représentations modplale H,, par le biais du corps des
normes dekK,, (en substance due a Fontaine) avec la construction de telles re-
présentations déf,, par le biais de modules filtrés (categor%,k de [Bri]):
le résultat central est ici I'équivalence (4.1.1), d'ou on déduit que le foncteur de
ﬂ’g,k dans les représentations modylade H,, est pleinement fidéle et que les
représentations construites ainsi sont exactement les représentatiéghs de
‘hauteur’ plus petite quep — 2 (c.f. 2.3). Comme les représentations cristalline
modulo p qui interviennent sont classifiées par les catégories de Fontaine—Laffaille
M{’h (voir Sect. 5), il n'y a plus qu’a vérifier la pleine fidélité du foncteur naturel

M-[’h — ﬂg’k (5.1). Signalons que certains résultats devraient se généraliser
dans plusieurs directiong-torsion, ramification, etc...: voir 4.3) et que, dans le
contexte (différent) de la tour cyclotomique, plusieurs études ont déja vu le jour
sur la fagon de retrouver les représentations cristallines en termes de modules sur
le corps des normes correspondant ([Co], [Fol], [Wal], [Wa2]).

Voici le plan: en 2, on donne la classification, en utilisant le corps des normes de
K, des représentations modybade H,, et on définit la hauteur. En 3, on utilise
des modules filtrés (catégorie\_ztﬁ)k) pour construire aussi des représentations de
Hs. En 4, on décrit exactement quelles sont les représentations construites en 3
dans la classification de 2 et en 5, on donne la preuve du théoréme.

Je remercie J.-M. Fontaine pour ses explications sur le corps des normes.

2. Représentations en caractéristique de H .,

On rappelle la classification des représentations en caractérigtidgifl,, a I'aide
du corps des normes dé,..
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2.1. On renvoie a ([Wi], 1.2) pour la définition de ce qu’est une extension APF et
strictement APF.

LEMME 2.1.1. L'extensionK ,,/ Kg est strictement APF.
Preuve. La cléture galoisienne d&,, dansK, est égale & ( V1) et on
vérifie que GalK ( ”_O\C/I)/KO) ~ Z,(1)-Z;, (produit semi-direct) donc est un

groupe de Liep-adique. Par ([Wi], 1.2.2)K (" v/1)/K est strictement APF,
donc aussK ./ Ko par ([Wi], 1.2.3,(iii)). O

Soient Ok, =~ @f:cjan,’; 'anneau des entiers d&, (donc Og, = W),
Nk,/k, . 1a norme dek, a K,_1, on poseX = (I(ir_n (K \{OD)) U {0} et X =
(IiLn (Ok,\{0})) U {0} les applications de transitioki, \{0} — K,_1\{0} et O, \
{0} — Ok, ,\{0} étant induites paNk, k, ,- OnaX C X et, la norme étant
multiplicative, X et X sont munis d’une loi multiplicative pae,) - (b,) = (a,b,).
Sia = (a,),b = (b,) € X (resp.X), Nk, /k,(an + by) converge dang, (resp.
Ok,) quandm — oo vers un élément, etc = (c,) est un élément d& (resp.X)
(Wi, 2.1.3,(i)). En posant: + b = ¢, on définit une loi additive suX (resp.X’).
Pour cette structure d’anneaxi,est un corps de caractéristique[Wi], 2.1.3,(ii)),
X est un anneau de valuation discrete complet et(®ac= X ([Wi], 2.3.1 et
2.2.4). En faitx = (m,) est un élément d&C (puisqueNy, /k, ,(T,) = m,_1) €t
comme sa valuation est 1 (Voir [Wi], 2.1.2), oa~ k[[z]] et X ~ k((x)). Dans
la suite, on identifiera souvet€ ak[[x]].

Plus généralement, soiehtune extension finie d& ., contenue dans

Ro. X, = (M ecect (B\OD) U{0} et %, = (limkycecs(O£\(0D) U (O}

la limite étant prise sur les extension finiesde K, contenues dank, d’anneaux
d’entiers notég9., et avec la norme comme application de transition. Conime
est encore strictement APF ([Wi], 1.2.3,(ii)), on peut de méme minird'une
structure de corps de caractéristique> 0 complet pour une valuation discréete
et d’'anneau de valuatiot; ([Wi], 2). De plus, par ([Wi], 3.1.2),X, est une
extension finie séparable dede degrdL: K..]. Si L C L’ sont deux extensions
finies deK,, on a des injections canoniqu&s C X, etX; C X (Wi], 3.1.2)
de sorte qu’on peut considéergr = Ii_n]KochC,gOXL etX*® = Ii_anooch,ngL, la

limite étant prise sur les extensions finies Klg, contenue c_iansl?o: on montre
gue X* est une cléture séparable deet queH,, = Gal(Ky/K.,) S'identifie
canoniquement a Gat*/ Xx) ([wi], 3.2.).

2.2. Dans ce paragraphe, on désignefpan corps quelconque de caractéristique
p > 0 et F* une cléture séparable d& On noteH = Gal(F*/F) et Re@ (H) la
- P

catégorie des resprésentations linéaires continués sier unfF ,-espace vectoriel
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de dimension finie. La condition de continuité équivaut, dans ce cas, a dire que la
représentation se factorise par une extension finie séparabsle de
Soit® ;. la catégorie suivante:

e Un objet est la donnée d'ufA-espace vectoriel de dimension firfie muni
d’'une application¢:® — D injective et semi-linéaire par rapport au
Frobenius de&”

e un morphisme est une applicatidflinéaire qui commute &.

On vérifie facilement qué® .. est une catégorie abélienne (i.e. on s’assure de
l'injectivité de ¢ sur les ‘conoyaux’). SI" est un objet deig[?(H), on définit
le F-espace vectorieD(T) = (F* ®k, T)H: il résulte deH*(H, GL,(F*)) =
{1} ([Se], X.1.3) que l'application naturelle” @ Dp(T) — F° ®F, T est un
isomorphisme et donc qu@r(T) est de dimension finie suf égale a dim, (7).
En posanip(f @ t) = ¢(f) @t si f € F*ett € T, on munit® (T) d'une
structure d’objet d@ ..

PROPOSITION 2.2.1 (Fontainele foncteurRepF (H) — D défini parT +—
- P
D r(T) est une équivalence de catégories.
Preuve. Voir ([Fol], p. 259). 0

Le foncteur qui &, objet de®,, assocCieTr(D) = (F' ®r D)pgp=1 €St
un quasi-inverse. Nous utiliserons dans la suite la version contravafigntie
ce quasi-inverse définie pdk:(®) = Hom, (D, F*) (il s’agit des applications
F-linéaires qui commutent &) et ou H,, agit parg(f)(x) = g(f(x)) sig €
Hy, f € Ti(D) etx € . On verifie queT (D) = Home (T'(D), F,,): T induit
donc une anti-équivalence de catégories e’gt;eetR_er(H).

2.3. En appliguant les résultats de (2.2) au cag’ogst le corpsX de (2.1), on
obtient:

COROLLAIRE 2.3.1. Le foncteur7{: 2, — Rep (Hoo) défini par® +—
Hom, (®, X*) induit une anti-équivalence de categorles erdre et RepF (Huo).

Dans la suite, on abreg@@, en® etTy etT*. On va étudier d'un peu plus prés
les objets d&. Soit9)t la catégorie suivante:

e un objet est la donnée d’uxi-module libre de rang firilt muni d’'une applica-
tion ¢:9M — 9N injective et semi-linéaire par rapport au Frobenius
de X

e un morphisme est une applicatioé linéaire qui commute &.

On a un foncteur ‘extension des scalaires’ fid@le~ 2 et il est clair que tout
k[[z]]-réseau stable pard'un objet de® est un objet déJt.

LEMME 2.3.2. Tout objet deD contient unk[[z]]-réseau stable pap.
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Preuve. Soient(ey, ...,e;) une base d& etn la plus grande puissance de
7 en dénominateur qui intervient dans les coefficients de la matrigg digns
(e1, ...,eq). Sim désigne la partie entiére de

+00

1
2> Pl
j=1
on vérifie qu’en remplagant chaqugpar z™e;, la nouvelle matrice est a coeffi-
cients dang[[x]]. O

LEMME 2.3.3. Soit® un objet deD et 90t un k[[rr]]-réseau deD stable parg,
alors Hom, (9, %*) — Hom, (D, X*).

Preuve. Notonsv la valuation surX® normalisée pav(zr) = 1. Soientf
Hom, (D, X*), (e1, ... ,eq) une base d&t etn = mini<;<q.{v(f(e;))}. Pour tout
xeMonan"f(x) e X*.Soiti e {1,...,d}telquef(e;) =x"y, y € (X%)*,
alors f(¢" () = ¢"(f(e) = "¢ (y), ¢"(y) € (X*)* donc—n + p'n > 0
pour toutr € Ni.e.n > 0i.e. f(IM) C X*,Vf € Hom, (D, X*) d’'ou le résultatm

Soient9 un objet deM, M? = X Q). x D le X-module déduit d&N par
I'extension des scalairefs v la valuationr -adique sutX = k[[z]] normalisée par
v() = 1 etv(M) la valuation du déterminant di dans une base (indépendante
de la base choisie): il est clair q0B/(1d ® ¢)(91?) est tué parr "™V,

DEFINITION 2.3.4. (1) On dit qu’un objet delt est de hauteur inférieure ou
égale an siM/(Id ® ¢)(OM?) est tué parr”.

(2) Ondit gu'un objet d&D est de hauteur inférieure ou égalé:&'il contient
unk[[xz]]-réseau stable pap de hauteur inférieure ou égale/a

Tout objet d&))t est donc de hauteur inférieure ou égakepipurh suffisamment
grand et de méme pour tout objet@epar (2.3.2). On not®” (resp. ") la sous-
catégorie pleine d® (resp.2) formée des objets de hauteur inférieure ou égale
ah.

LEMME 2.3.5. Soit® un objet deD" et®’ un sous-objeresp.quotieny dans®,
alors®’ € D",

Preuve. Supposons d’'abor@®’ c ® et soit9t un k[[x]]-réseau d& stable
par¢ et de hauteur inférieure ou égalé al suffit de montrer quélt’ = ' N I,
qui est stable pap, est dang)t". Comme le Frobeniug X est plat, on
a facilementt’? = D¢ N IM?. Soitx € M/, il existe y € M? unique tel que
7'x = (1d ® ¢)(y) etil existez € ®'¢ unique tel quer"x = (Id ® ¢)(z). Comme
Id®¢: D? — D estun isomorphisme, = z € D'? NIMM? = M'?, d’oli le résultat
dans ce cas. 9’ est un quotient d&®, soitM’' 'image deMt dans®’ muni du¢
quotient: il est clair quét’ € M. o

COROLLAIRE 2.3.6. Les catégorie®" sont abéliennes pour € N.
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Pour les catégorie®t”, on a le résultat suivant.

PROPOSITION 2.3.7 (FontainePour0 < h < p — 2, @h est abélienne et le
foncteur ‘extension des scalaire®t" — D" est une équivalence de catégories.
Preuve. Voir ([Fol], B.1.7.1). O

REMARQUE. Pourh > p — 1, le résultat général ci-dessus est faux. Un contre-
exemple standard consiste & prerfiite= (Xe1, ¢p(e1) = w?ler) € ML 9 =
(Xer, p(e1) = e1) € M® c MP~Let £:9 — M donné par la multiplication par
7. On vérifie quef est bien un morphisme daf®”~! qui n’est pas un isomor-
phisme, quef n'a ni noyau, ni conoyau dari8i’ ! et que f devient un isomor-
phisme aprés extension des scalaires a

NotonsT,’ le foncteur den” dans Repp(Hoo), qui aMt associe Hop(M, X*).
De (2.3.7), (2.3.3), (2.3.1) et (2.3.5), on déduit:

COROLLAIRE 2.3.8.Pour0 < i < p — 2, le foncteur7," est exact et pleinement
fidéle. Son image essentielle est stable par sous-objet et quotient.

3. Les catégoriesM),

Il existe une deuxieme fagon de construire des représentatiodS°dgui consiste
a utiliser, pour0< < p — 2, les catégories%g’k ou .Mg)k de ([Br1], 2.2.).

3.1. SoitS = k(u) la P.D. algébre polynémiale en l'indéterminggon munitS
d’'une filtration positive décroissante il = I'idéal engendré par leg(x) pour
i > h (on rappelle quey; («) est lai®™e puissance divisée de c’est-a-dire morale-
ment %’ /i!". Voir ([BO], 3) pour plus de précisions). Sait= —y,(u) —w € S* ou
w est la réduction modulp de l'unitéw = 7/ p = mg/p. On noteg le Frobenius
des et, pour 0< h < p—2, on définit des opérateurs semi-linéaiggsFil"s — S
en posantp, (y,(u)) = c"/h! et¢,(y;(w)) = 0sii > h. On a donap, = ¢, et
o (Fil"18) = 0.

Pour touth € {0, ...,p — 2}, soitﬂg’k la catégorie suivante: les objets sont la
donnée

e d’'un S-moduleM libre de rang fini;

e d’un soussS-module Fif M de M contenant FAIS - M;

e d'une flechep-semi-linéaireg,,: Fil".M — M telle que, pour tout € Fil"s
etx € M, ¢ (sx) = (¢n(s)/cMpn ' x) et telle quep, (Fil" M) engendrem
surs.

Les fleches sont les morphismgdinéaires qui préservent Eiet commutent &
¢, Les catégories\_lg_ , sont des sous-catégories pleines les unes des autres quand

h augmente ([Brl], 2.1.2.1), par exempkegst un objet d%’g,k pour 0< h <
p— 2.
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En fait, on peut se débarrasser des puissances divisées: Sciekfu]/(u?),
¢=-we §FiI"S) = u"SO < h < p—2) et Fil(S) — S l'unique
opérateur semi-linéaire tel qgg (u") = ¢". Pourh € {0, ...,p — 2}, soit M}, la
catégorie dont les objets sont la donnée

e d'un S-moduleM libre de rang fini;

e d’'un souss-module Fiff M conterjanuhMj y y

e d’'une applicationS-semi-linéaireg,,: Fil".M — M dont 'image engendre(
sursS.

etdont les fléches sont les morphisnSeinéaires qui préservent Eiet commutent
a¢;,. On a un isomorphismé{u]/(u?)-linéaire S ~ S[X,»]/(Xf’)ie,\,* oU i (u) =
X;. Soito la surjection dek[u]/(u?)-algébresS — S, X; — 0 pour touti. Pour
M dansﬂg_k, posonsy;, (M) = S ®(s).s M et soits la surjection canoniqué( —
Th(M). On définit

o Fil"7;,(M) = s(Fil" M);

e six € s(Fil" M), ¢,(x) = s(¢,(X)) OU X est un relevé quelconque dedans

Fil" .M (c’est indépendant du relevé).

On obtient ainsi un foncteur;,: M/, — M.

PROPOSITION 3.1.1.Le foncteur7;, induit une équivalence de catégories entre
MG et&g,k'
Preuve. Voir ([Brl], 2.2.2.1) ou on notait ce foncteur simpleméht O

On montre que les catégoria;d’g,k et ﬂg,{ sont abéliennes ([Brl], 2.2.3.2).
Signalons enfin le lemme suivant dont nous aurons besoin.

LEMME 3.1.2. Soit.M un objet dei,, alors
(1) La flecheld ® é: S ® g4 Fil" M/uFil" M — M est un isomorphisme de

S-modules. . 5 ~ ~ y
(2) La fléche canoniques ®; ¢, (Fil".M) — M est un isomorphisme dg-
modules.
Preuve Voir ([Brl], 2.2.1.2). O

Ainsi que sa variante aveeﬂ’g,k qgu’on laisse au lecteur le soin d’'écrire ([Brl],
2.2.2.2).

3.2. Soient®g, I'anneau des entiers d& et R la limite projective du systéme
projectif

Frob Frob
O,/ POk, <— Ok, /PO, <— Ok,/POk," "

par examplero, 771, . . .), OUT; est l'image der; dansO, /pOk,, est un élément
de R gu’on note encorer. Soit RP? I'enveloppe aux puissances divisées Rle
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par rapport a l'idéalz), comme(x) est principal, on a un isomorphisme cano-
nique R-linéaire: R[X;1/(x”, X! )ien —> RP? qui envoieX; sury,i (z). Pour
0 < h < p,on pose FI(RPP) = Idéal engendré par’ et X;(i € N*) et,
pour 0< h < p — 2, ¢u: Fil"(RP?) — RPP l'unique application additive telle
queg,(rr”) = r’(—X, — w)'(r € RP?, w = my/p) et ¢, (Fi"T1RPP) = 0.
L'anneauR”? est muni d’'une action naturelle dé,, (et méme de GéKy/Ko))
qui commute avec les structures précédentes. Enfin, on f&t’deune S-algébre
en envoyanty; (u) sur y;(z): application qui laisse stable les Fiet commute
avec lesg, et l'action de H.,, en faisant agirH,, de fagon triviale surS. A
tout objet.M de ﬂg_k, on peut alors associer une représentatio{geen posant
T;; (M) = Homgy (M, RPP) (il s’agit des applications-linéaires qui laissent
stables Fil et commutent aveg),) et en faisant agiH., parg(f)(x) = g(f(x))
Sig € He, f € Tj (M) etx € M. BiensarTji, |, = T, (voir ((Brl],
2.1.2.1) et ([Br1], 3.1.2.2)). ’

LEMME 3.2.1. Soit.M un objet demy ,, alorsdimg, (T;; ,(M)) = rgsM.

Preuve. Soit (e, . . . ,e4) une base de( dansg, (Fil" M) ((3.1.2) versionMy )
et (y1,...,yq) € Fil":M tels queg, (i) = ¢;. Quitte & modifiery; par des élé-
ments de FI"1S.m, on peut supposey; = u’i f; ol r; est un entier convenable
de{0,....h}, i € M, f; & Fil*SM. Alors, (f1,...,fs) est une autre base de
M (exercice). Soitg la matrice desp,(u" f;) dans la basdfi, ..., f;), alors
§ € GL4(S) etily a une bijection entre Hogp. , (M, RPP) et les solutions dans
RP? du systéme

Gn(m™x1) X1
On(m"xy) X4

ol x; € Fil"”"iRPP et7g est la transposée dg C’est un résultat maintenant
classique que les solutions d’un tel systeme formenf espace vectoriel de
dimensiond (c.f. par exemple la fin de la preuve de ([Brl], 3.2.2.1) ou ([Wa2],
2.3.2.2)). O

On a donc un foncteuf;; ,: M4, — Rep. (H.). Nous verrons dans la suite

. -
gue ce foncteur est exact et pleinement fidéle.

4. Les catégoriesﬂg « COté corps des normes

En 2, on construit tous les objets de Ige(;Hoo) en 3, on en construit certains: on
- P
compare ici les deux approches.
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4.1. Noton®: X = k[[x]] — S = k{u) 'unique application de&-algébres telle
qued(z) = u. Soit 0< h < p — 2 et un objet det”, on lui associe un objet
M de M, de la fagon suivante

e en tant queS-module, on Posed = S @ pon),x M = S @y .k M/7I. On a
un ‘Frobenius relatif’

Id ® ¢: S @gpon),x M — S Ry, x M = S Ry, x M/ PIM;

e on pose FiM = {y € S ®gop).x M/(d ® ) () € Fil"S @5 M};
e on définit ¢, Fil".M — M comme la composée de & ¢:Fil";M —
FlIhS ®(¢),x m avqubh ® Id: FlIhS ®0.x m— S ®(¢09),x M >~ M.

Puisque est de hauteur, tout élément det esttel quer’x = >, _;sip (x;)
ous; € X etx; € M, d'ou on déduit que_,_,0(s;)) ® x; € Fil" m etg,(D ;5 ®
X)) = (¢ @ 1d)(z" ® x) = " ® x ce qui montre bien que, (Fil" M) engendrem
sur S puisquec € §*. On vérifie qu’on obtient ainsi un fonctedr,: M" — ﬂg’k
On note®,, = 7;, o ©, le foncteur composH" — ﬂg}k.

THEOREME 4.1.1. Le foncteur®, induit une équivalence de catégories entre
M et Mi (0<h < p—2).

Preuve.Par (3.1.1), il suffit de montrer que le foncted est pleinement fidéle
et essentiellement surjectif.

(1) Pleine fidélité: soien®t, M deux objets d&n”, M = @h(zm) = klu]/u”
Q(¢),k f)ﬁ/?'[f)ﬁ N = ®h(‘ﬁ) = klu]/u? R (¢),k N/aNetf: M — N un morph-
isme deﬂo)k nous allons montrer qu’il existe un et un seul morphlgmﬁn —- N

de” tel que®,(f) = f. Remarquons que les objets étant de hauteur inférieure
ou égale &, on ag, (Fil" M) = M/xM et ¢, (Fil" N) = N/zN et commef
laisse stableﬁh(Fllh) f envoieMt/z M dansh/zN. Soient(ey, .. .,eq) Une base
dem, (1®éy,...,1® &,) la base correspondante da#fls= S ®(¢,) K /M et

f: des relevés quelconques daRglesf(1®e¢) € 1@ MN/aMN. Sl M, désigne la
matrice dep dans(es, ... ,eq) €t*M, sa transposee, ond’* M My Ye Myk([z]D)
cart est de hauteur plus petite queet on montre facilement que les conditions
FFil"M) C Fil" N et f o ¢, = ¢, o f entrainent

o (f1) fiton
Mt s | =2 : ,
o (f) fa+ mya
ol (y1, ...,ys) € N, cest-a-dire
o (f1) fi+mn
: = rM«i) :
o (f) fa+ 1y
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On cherche de& € 9 tels que, en posant(e;) = f; + 8, onaitfop =¢o f

Ou encore
¢ (f(e)) fe)
: ="M, :
o (f(ea)) fea)
On en déduit I'équation
81 %1 ¢ (81)
= M
84 Vd ¢ (3q)

Mais commehr < p — 2, les coefficients dg?~ 1TM sont tous dangk[[x]] et
'unique solutlon est donnée par la formule

5 N
— le—lerjl . ¢(lp—lrM(;l)
6d i=0
o' (y1)
¢t @rt M |
o' (ya)

qui converge bien darig“.

(2) Surjectivité essentielle: soit( un objet deﬂg’k, par (3.1.2,(2)), on peut
choisir une base d#( de la forme(1®ey, . ..,1®¢é,), avecs; € ¢, (Fil".M). Soient
(y1, . ..,ya) € Fil" M tels quep, (y;) = 1® &;, de (3.1.2,(1)), on déduit facilement
que (y1. ...,ys) engendre FilM. SoientN la matrice desy; dans la bas€l ®
e, ..., 1® ey) et N une matrice guelconque dé;(k[[]]) qui reléeveN (par la
surjectlono 0 0: k[[x]] — k[u]/(up) (3.1)), je dis quevr"N € Myk[[x]D.
En effet, puisque/.M C Fil".M et que(ys, ...,ys) engendre Film, on dedun
I'existence d’'une matricéd/ < My(k[ul/(?)) telle queM - N = u"ld. Sl M
releveM danst(k[[n]]) onadona’-N = nhld—i—n”P pour une matrice® de
Myk[[z]]), douM - N = z"(d+ 77" P),i.e.x" N1 = (d+xP""P)"1. M
My (k[[z]]). On pose alor§ht = ead 1k[[z]le; avec pourg I'unique application
semi-linéaire dont la matrice dans la basg ... e,) est(x"/¢~1(@))N~1 (cf.
(3.1) pouré): on laisse au lecteur le soin de vérifier qBg(MN) ~ M. o

Remarque Comme les catégorieBt” sont abéliennes pour & » < p — 2
(2.3.7), on en déduit une autre démonstration du fait que les catég\@ﬁ!gsont
abéliennes ([Brl], 2.2.3.2).
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4.2. SoitL une extension finie d& ., contenue dan¥, etKy, C --- C L, C
L,11 C --- C L une tour croissante d’extensions finiesiigtelle quel J, .y L, =

L. On montre qudL, : Kg] tend p-adiquement vers 0 quand — +oo ([Wi],
1.4). Soient®,, les entiers deL,,a = (a,) € X, =~ (I(ir_n (9.,\{0})) U {0}
(2.1) etm € N, pourn > O,[L, : Ko]/p™ est défini et on montre que la suite
(" *oV"y est constante danSz /p@, & partir d'un certain rang, de valeur
limite r,,(a) indépendante de la touiL,) choisie (Wi], 4.2.1). Comme il est
clair quer”™t(a)? = r,,(a), (rm(@)men € R (3.2) et définit ainsi une application
X, — R.Par ([Wi], 4.2.1) et ([Wi], 4.1.4.2), c’est un homomorphisme injectif de
k-algébres. Par passage a la limite inductive, on obtient ainsi un homomorphisme
injectif canonique dé-algébres: X* — R compatible avec I'action d&, et qui
envoie I'élémentr de X* (2.1) vers I'élémentr de R (3.2).

PROPOSITION 4.2.1.Soith € {0,...,p — 2} et 97t un objet deﬂh, on a un

isomorphismé- ,-linéaire canonique et fonctoriel compatible a I'action He,
Homy, (1, %6°) —> Homgu 4, (0, (M), RPF).

En d’autres termes[;; , 0 ©, = T}

Preuve. Notonsy la composéeX® — R — RP”. Si f € Hom,(9M, X?),
on lui associe I'unique applicatiofi-linéaire x (f) de ©, (M) =~ S pon).x M
dansRP? telle quex(f)(1 ® x) = ¢(n(f(x))). Commeg et n commutent a
I'action de H.,, on a clairemenj (g(f)) = g(x(f)),Vg € Hw. SOitY s; @ x; €
Fil"©,(M)(s; € S, x; € M). Quitte & retrancher de un élément de FilS, on peut
supposes; € k[u]/(uP) — S et sis; en désigne un relevement quelconque dans
X = k[[z]] (par la surjectiorr o 0: k[[r]] — k[ul/uP (3.1)), il est facile de voir
quon a) ;¢ (x;) = x'x pour unx € M, d’ou

1D (Yosi®xi) = D sd (/i)
= (Y s ()
1 (f (Z§i¢(xi)))

= 7"n(f(x)) € Fil"RP”.
Doncx (f) préserve Fll etg, (x (f)(Xsi @ x,)) = "¢ (n(f(x))). Mais
1 (&1 (s @x)) = x(D(@n @1 (Y5 @ () (cf. (41)

x (F)((dn @ 1d)(u" @ x))
X ()" ®x)
= "p((fx))).
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Donc x(f) € Homgp 4, (©,(M), RP). Pour montrer 'isomorphisme, il suffit
de montrer l'injectivité puisque par (2.3.1), (2.3.3) et (3.2.1) les dewespaces
vectoriels ont la méme dimension. Comme ep n) = 7 X*, Si on suppose
x(f) =0onaf(x) € £X*° pour toutx € M. CommeN est de hauteuk <
p — 2, on en déduit facilemenft(x) € 777" X* C x2X*,Vx € M, puis f(x) €
x2P~h xS, etc. Une récurrence facile donne doficr) = 0 pour toutx d’ol le
résultat. O

En mettant bout a bout (2.3.8), (4.1.1) et (4.2.1), on obtient le

COROLLAIRE 4.2.2. Le foncteurT}; ,: M§, — Rep:, (Hoo) est exact et pleine-
ment fidéle. Son image essentielle est stable par sous-objet et qubtisnt <

p—2).

Remarque La pleine fidélité dans la preuve du théoréme (4.1.1) découle aussi
de (2.3.8), (4.2.1) et de la surjectivité essentielle.

4.3. On termine cette section par quelques remarques d’'ordre spéculatif.

Comme le lecteur l'aura sQrement remarqué, il y a des chances pour que la
théorie précédente s’étendent au cag-dersion, vraisemblablement en remplagant
k[[z]] par W(k)[[z]], R (ou X*) par W(R), My, par M{ ([Brl], 2) et en défi-
nissant correctement la notion de hauteur. Cela dit, le cas tug pat a la fois
simple et suffisant pour I'application qui suit, et c’est pourquoi nous nous y sommes
limités.

Du c6té ‘module filtré’, on passe de représentationgidea des représenta-
tions de tout le groupe de Galois en rajoutant un opératewur les objets de
Mg,)k (on obtient une catégorie notéﬁf dans [Brl]). Dans I'esprit de [Fol], on
peut se demander s'il n'est pas possible de généraliser (4.1%) @n rajoutant
sur les objets d&i” une action semi-linéaire de Gl ( "_Of/I)/KO) triviale sur
Gal(K 5 ( ‘”_Ofﬁ)/Koo), quitte a étendre les scalaires a I'anneau de valuation du
corps des normes d€.( VD).

On peut aussi s’attendre a des résultats dans le cas ou on travaille sur une base
ramifiéeK, ou plutdt sur 'anneau de ses enti€rg, et non plus suky ou W. Par
exemple, on peut généraliser la définition des catégd_mé§ (voir [Br3] pour le
cash = 1, p > 3) ainsi que I'équivalence de catégories (4.1.1) sans restriction
sur l'indice de ramificatior (en définissant convenablement la hauteur). Les caté-
gories ne sont plus alors forcément abéliennes et, bien sir, on perd certaines pro-
priétés de pleine fidélité siest trop grand.

Enfin, dans [Br2], on construit des objets geg)k d’'origine géométrique (par
voie cohomologique) donc, par (4.1.1), des objet9)fed’origine géométrique.

Il serait intéressant d’avoir une interprétation cohomologique directe, si une telle
interprétation existe, de tels objets .
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5. Application a certaines représentations cristallines

SoientG = Gal(Ko/Kp), L une extension totalement ramifiée &g dans Ko,

G, = Gal(Ko/L), Rep,s(G) la catégorie des représentations cristallinesGde
([Fo2], 5.1.4) et Reg,(GL) la catégorie des représentations linéaires continues de
G sur unQ,-espace vectoriel de dimension finie.[5t Ko] < +o0, le foncteur
restriction:&pris(G) — @QP(GL) est pleinement fidele (et d'image essentielle
contenue danﬂgg(GL)): cela se voit immédiatement & partir de la classification
des représentations cristallines en termes de modules filtrés admissibles ([Fo2],
5.3.5). Enrevanche, BL: Kg] = +00, le foncteur&pﬁs(G) — @QP(GL) n'est

plus pleinement fidéle en général (voir contre-exemple avec la tour cyclotomique
en introduction). Nous montrons ici, comme application de ce qui précéde, que la
pleine fidélité est conservée lorsgiie= K.,, au moins pour une sous-catégorie
pleine de&gis(G).

On fixe deux entierg eth tels que 0< h — g < p — 2 et on note Réﬁh](G) la
sous-catégorie pleine de RegG) formée des représentations cristallines a poids
de Hodge-Tate entrg eﬁf['l ], 1.3.3). On rappelle la définition de la catégorie
abélienneM F/", 0 < h < p — 2 ([FL], 3.2): les objets sont la donnée

e d'un k-espace vectoriel de dimension firfi€ '

e d'une filtration deM par des soug-espaces vectoriel§=il' M),z telle que
Fil' M = M pouri <OetFitM =0pouri > h+ 1, '

e pour chaque entief, d’'une application semi-linéairg,;: Fil' M — M, ces
applications étant telles qug|gi+1,, = 0 etd Im¢p;, = M.

Les fleches sont les applicatioAsinéaires compatibles avec la filtration et
qui commutent auxp;. On a un foncteur exact et pleinement fidMaU-,f’h —
Rep:,(G) défini parM +— Homg. 4, (M, RPF) (([FL], 6.1) ou ([Br1], 3.2.1)).
Soit F: MF{" — Ml le foncteur qui &V associ(M = S ® M, Fil" M =
S GFil'S @ Fil'"™ M, ¢, = I ® ¢i_i), on vérifie qu'on a un isomorph-
isme Hongy 4 (M, RPP) — Homgy , (Fi(M), RP?) = T3 ,(F,(M)) dans
RepF (H») (méme preuve que ([Brl], 3.2.1.1)).

—

LEMME 5.1. Le foncteur#; est pleinement fidéle et son image essentielle est
stable par sous-objet et quotief@i < & < p — 2).
Preuve. SoientM, M’ € MF[" et f € Hom,, (F,(M), F,(M")), il suffit de
montrer f (M) c M’ pour la pleine fidélité. Mais si € Fil' M
1 h—i 1 h—i
fAQ¢i(x) = f SO @x) | = Sdnu FA®x));

donc f(1® ¢;(x)) € kly,(u)] ® M’ et commeM = S ¢ (Fil'M), on af (M) C
kly,(u)]1®;M'. Mais alors(1/c" ")y, (u" " f(1®x)) € M’ puisquep; (y,u)) = 0,
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donc f(1® ¢;(x)) € M'Vx € M, dou f(M) C M'. Pour le reste, il suffit de
montrer que les objets simples @,{’h et Mg,’k se correspondent par, et la
méme preuve qu’en ([Brl], 2.4.2) s’applique. a
THEOREME 5.2. Le foncteur restrictiorRe§i (G) — Rep, (Hw) est pleine-
ment fidéle. Son image essentielle est stable par sous- objet et quotient.

Preuve. Quitte a remplacer une représentatinpar sa tordue ‘a la Tate’
V(—g), on se raméne au cgs= 0,0 < & < p — 2. Commencons par la pleine
fidélité: soientV, V' € Rep>"(G), D = Deis(V)* €t D' = Deis(V')* ([F02],
5.1.4et5.3.7)D et D’ sont admissibles ([Fo2], 5.3.3), donc faiblement admissibles
([Fo2], 5.4.2) et par ([La], 3.2) contiennent des réseaux fortement divisibles ([La],
3.1) qui correspondent a dedx,-réseauxl’ C V etT’ C V'’ stables paG ([FL],
7.14). Comme Hom(V, V') = Homg (T, T') ®z, Q, (resp. Homy(V, V') =
Homy (T, T') ®z, Q,), il suffit de montrer Hom(7, T") = Homy (T, T").

Soit Reéo”'clris(G) 'image essentielle de la catégoM[’h par le foncteu +—
==

Homg. ». (M, RPT), par un dévissage standard il suffit de montrer que la restriction
ReﬂFO*hC]ris(G) — Rep. (H) est pleinement fidele. Mais le diagramme
— ——

MF[" —=+ Reg®"! (G)

F ,cris

Fh

*

Mh Tst,h R
Mox — _epF (Hx)
P

étant commutatif, cela se déduit de (5.1) et (4.2.2).

SoientV € Red‘”’](G) T comme précédemmenk, C V dans ReB (Hs)
et7’ = V' NT. Par (4.2.2) et (5.1), ''mage essentielle de Eécb (G) dans
RepF (Hs) est stable par sous-objet et quotient. Donc tout sous-moduleg gl

stable paiH.,, est en fait stable pag. Par un dévissage, on en déduit que poar

N*, tout sous-module d&/p"T stable parH,, est stable paé, d’'ou 77, puisV’,

stables pa6. SoientV e Reﬂccr’i’;'](G) etV — V’une surjection dans RED(Heo),
- _ 4

en appliquant ce qui précéde a Kér— V’) C V, c'est une surjection dans
Regd®(G). O

——¢Cris

Remarquel. Comme d’habitude, on peut s'attendre a ce que ce résultat soit
vrai sans restriction ni sur les poids de Hodge—Tate ni sur la ramificatiorkKg.e.
remplacé par une extension finie totalement ramifig¢e

Remarque2. Ce résultat ne s’étend pas aux représentations semi- stables quel-
conques ([Fo2], 5.1.4), car la toW,, y joue un réle important. Soif’ =
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lim 1 n (Ko/7#) le module de Tate de la courbe elliptique de Tater Q, ®z, T

est semi-stable et donne lieu a une extension non scindée@,(1) — V —
Q, — 0 qui devient triviale SUK
Enfin, on a aussi:

PROPOSITION 5.3.Soit V une représentation dﬁeﬂg "(G), alors V est irré-
ductible modulgp si et seulement gf I'est en tant que representatlon de,.
Preuve. Exercice. O
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