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Abstract

It is well known that compact topological spaces are those spaces K for which given any point x; in
any topological space X, and a neighborhood H of the fibre 7 1{ x5} € K X X 5x , then there exists

a neighborhood U of x, such that #~'U < H. If now K Slisan object in an arbitrary topos, in the

internal logic of the topos this property means that, for any 4 in @ and B in @K, we have
V_ (7"'4 U B) = A UV, B. We introduce this formula as a definition of compactness for objects in an
arbitrary topos. Then we prove that in the gross topoi of algebraic, analytic, and differential geometry,
this property characterizes exactly the complete varieties, the compact (analytic) spaces, and the
compact manifolds, respectively.

1980 Mathematics subject classification (Amer. Math. Soc.): 18 B 25.

Introduction

Nous adoptons ici le point de vue intrinséque décrit dans [8] ou tout objet d’un
topos (a priori quelconque) est vu comme un “espace topologique généralisé”.
Dans cette optique on donne un sens a la phrase “1’objet K est compact” en
utilisant uniquement la logique du topos. Essentiellement, la propriété usuelle des
compacts qui est retenue ici est celle qui nous dit que dans n’importe quel
“espace” produit X X K tout voisinage d’un axe vertical est un voisinage tubulaire.
Elle a; en effet, ’aventage d’étre valide, non seulement usuellement en topologie,
mais aussi en géomeétrie algébrique, puisqu’elle caractérise, parmi les schémas,
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204 Eduardo J. Dubuc and Jacques Penon (21

ceux qui sont complets (du moins quand on se limite au cas algébriquement clos).
Cette propriété, exprimé dans la logique du topos prend la forme suivante:

7 Yx}UF=XxXK
{x)UV.F=X

VFC KX XVxe X

ou = est la projection X X K — X. Le voisinage tubulaire est donc 7'V F C F.
Signalons enfin que tous les modéles envisagés ici sont des “gros” topos de la
topologie, de la géométrie algébrique et les modéles bien adaptés a la géométrie
différentielle.

1. Considérations générales

1. Ouverts et séparés dans un topos
Dans tout ce chapitre & désignera un tops fixé. Aussi lorsqu’on parlera d’objects

ou fléches sera-t-il sous-entendu qu’ils appartiennent 4 &. Rappellons [8] la
définition suivante.

1. DEFINITION [8]. Etant donné un object X, un sous-object U de X est appellé
ouvert sl satisfait le formules

Vxo(xo € U— Vx(x # x,V x € U)).

Intuitivement cela signifie que tout point de X est soit “loin de x,” (que I'on écrit
x # x4) soit dans U. Ou encore, que tout point “suffisamment prés de x,” est
dans U. Cest une autre fagon de dire que U est “voisinage” de chacun de ses
points.

2. PROPOSITION [8] ( Propriétés des ouverts). Les ouverts sont stables
(1) par intersections finis,

(2) réunion queconque (interne),

(3) changement de base (i.e. toute fleche est ““continue”), et

(4) composition.

3. DEFINITION-PROPOSITION. Un objet X est appellé séparé s’il satisfait une des
formules équivalentes suivantes:

DVxVyVz(x#y—2z#xVz#y),

(1) Vx (—{ x } ouvert de X);

(iit) ~(A » X X X) est ouvert.
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PREUVE. (i) = (iii). Soient x, y, x’ et y’ des éléments de X alors, comme X est

séparé on a
X#Fyo>x+y Vy+y',
x#+y ox#+x'Vy +x’,
donc x#Fy>x+x' VX' #y Vy+#y',
deplus x#+x' Vy#y > o(x=x"Vvy=y’),

parsuite x#y—> ~(x=x"Ay=y)Vvx *),
ouencore (x,y)€ A (x,y)# (x,y) V(x,y) € =4,
ou A désigne la diagonale dans X X X.
(iii) = (ii). Les ouverts étant stables par changement de base, il suffit de
considérer application y — (x, y) de X dans X2
(i) = (i). Cest évident.
4. PROPOSITION. Soient X et Y deux objets tels que X X Y est séparé, alors
VxVx' VyVy' [o(x =x" Ay =) > o(x=x") vV =(y =y)].

PREUVE. L’hypothése [-(x = x’ A y = y’)] peut encore sécrire: —[(x, y) =
(x’, y)] par suite, comme X X Y est sépafe, on a

=l ) = (6 D]V Sl(x ) = (30 57)]

d’ou la conclusion de la proposition.

5. REMARQUE. Kock donné dans [5] une définition de corps sensiblement plus
forte que celie de corps de fraction. Grace a la Proposition 4 on voit que un corps
de fraction K est un “corps au sens de Kock” si et seulement si K " est séparé pour
tout entier n.

2. Objets compacts dans un topos

6. DEFINITION. Un objet K est appellé compact §’il satisfait 1a formule
(Cl) v4eQVBeQX|Vke K(AV B(k)) - AV Vk € K B(k)].
Exprimé plus globalement, la formule entre crochets peut s’écrire

V.(m7'"AUB)CAUV,B,
ou encore,

T 4UB=K
AUV, B=1"
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REMARQUE. Dans le cas particulier ou 4 est de la forme —C la formule entre
crochets peut encore s’écrire sous la forme d’une adjonction:
77 'C < B
C<V,B
ou la relation P <« () signifie -P U @ = X si P et Q sont des sous-objets de X.

K étant un compact et X un objet quelconque, on vérifie immédiatement que
(C1,X)

VA € Q¥ VB € QXX [vxVk(A(x) V B(k, x)) > Vx(A(x) vV VkB(k, x))]
que ’on peut encore écrire
7AUB=KXX
AUV, B=X
oum: K X X — X désigne la projection canonique.
Enfin considérons aussi le cas particulier 44 = —{x,}. On a donc
(C2,X)
Vx, € XVB € QX X[vxVk(x # xo V B(k, x)) > Vx(x # x, V VkB(k, x))]
que I’on peut encore écrire
—r HxoJUB=KXX
—{x,}UV,B=X
Exprimé intuitivement, cette propriété signifie que tout voisinage d’une axe est
un voisinage tubulaire (le tube étant 7 ~'V_B)

+

X
[¢]

‘v‘TT B

C’est clairement une propriété des espaces compacts. Nous pouvons recouvrir
I’axe par des pavés auverts U, X V,. Comme la famille (U,) recouvre K on peut
en extraire un sous-recouvrement fini (U,),cp Il suffit alors de considérer
V = N,cr V, pour obtenir le voisinage tubulaire K X ¥ cherché.

Une autre propriété classique de la compacité est que les projections K X X - X
sont des applications fermées, ce que I’on peut exprimer en disant que applica-
tion V,_ préserve les ouverts (en remarquant que V, = —3_—, due moins dans
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&ns!) Cest-a-dire
(C3,X) VYU € Q¥*X (U ouvert — V,U ouvert).

La proposition suivante compare (lorsque le topos &est quelconque) les différantes
propriétés (C1), (C1, X), (C2, X), (C3, X).

7. PROPOSITION. (1) (C1) « pour tout X, (C1, X),
(2) (C1,X) = (C2,X), pour tout X,
(3) (C2,X) = (C3,X), pour tout X tel que K X X est séparé.

PREUVE. (1) et (2) étant claires, montrons simplement (3). Soit x € V,U, alors,
xevyU
Vi [(k, x) € U]
VEVE' VX' [~(k=k' A x=x") V(K x) € U]
VEVE' VX' [-(x = x) V =(k=k’) V(K', x') € U]
Vx' [x # x' vV VEVK (k# k' V(k',x') € U)]
en particulier lorsque kK = k" on a
vx' [x # x" Vv Vk ((k, x") € U)]

Vx' [xa#x’Vx’EV,,U]

ce qui prouve que V, U est ouvert.

L’équivalence entre toutes les propriétés discutés précédement est probable-
ment fausse, en toute généralité.

Nous allons voir (cf. “Contexte II”’) que, dans de nombreaux exemples on a
pourtant 'implication: [Pour tout X séparé, (C3, X)] = (C1).

2. Contextes particulieres

1. Ouverts et séparés

Les Contextes I et II que nous allons présenter ici ont été¢ donnés dans [9] c’est
pourquoi ne nombreuses propositions de ce paragraphe seront signalées sans
démonstration. Ce sont elles qui permettront au Chapitre III de caractériser les
séparés et compacts dans les exemples ainsi que de répondre au probléme posé a
la fin du Chapitre 1.
CONTEXTE'1

Soit ¥ une catégorie a limites projective finies et objet initial 0, avec 0 # 1.
vérifiant le “ Nullestellensatz”, ¢’est-a-dire

(0) pour tout X de ¢, I'X = O si et seulement si X = &, ou I' = Hom(l, -).
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Considérons, deplus, une topologie sur € vérifiant les propriétés suivantes.

(1) Elle est sous-canonique (i.e. tout préfaisceau sur %, représentable, est un
faisceau).

(2) Si (X; — X) couvre, alors (I'X; — I'X) est surjective,

(3) La famille vide (— 0) couvre 0.
Soit & le topos des faisceau sur €. On vérifie facilement que & satisfait aussi le
“Nullestellensatz”.

8. PROPOSITION [9]. Soit X un objet de & et S une partie de I' X, alors il existe un
sous-objet E( X, S) de X tel que

TXx
pour tout Z — X dans 8.

En particulier, application E( X, -) est un fontcteur P(I'X) — P(X) adjoint &
droite du foncteur I' P(X) - P(I'X), ou P(-) désigne le treillis (externe) des
sous-objets.

Par la suite, s’il n’ y a pas d’ambiguté nous écrirons simplement, par abus de
notation, ES au lieu de E( X, S).

On vérifie facilement que T'E = Id.

Nous allons maintenant étudier comment I' et E transporten les logiques
respectives de & et £ns. Pour cela, nous utiliserons les mémes notations pour
désigner les symboles logiques des deux topoi. Aussi, lorsque f: ¥ — X est une
fléche de &, noterons nous, de la méme fagon, la fléche correspondante I'Y — I'X.

9. PROPOSITION. Soit f: Y = X une fleche de &. Considérons le diagramme
suivant:

1
P(Y) P(X) P(X)

ST a1 n L

P(TY) «——— P(TX) ——j——>P(TX)

N
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Alors 3,4 f 14 V,, I' - E. Et, par composition d’adjoints

T3+ f'E f'TH13Y,

ER N Ef' Tf 1+ V.E

Nous avons deplus les équations suivantes:

(1) E— = —~E (7) T = —T
(QDEf'=fTE @ rft=f7r
(3) EV, = V,E (9)TV,E = V,IE
(8) TE3, = TV,E (10) '3, = 3fT

(S)TE(-U-)=T(E(-)VE(-)) (A)YT(-u-)=T(-)uUT(-)
(6) I(-n-) = E(-) N E(-) (12) T(-n-) =T(-) N T(-).

PREUVE. On vérifie facilement (2) et (6) car E a un adjoint 4 gauche; (11) car I’
a un adjoint a droite; (8) et (12) car I est représentable; (3) et (10) résultent de (8)
et (2) par composition d’adjonctions; (4), (5) et (9) résultent de (10), (11) et (3) car
T'E = 1d.

11 reste &4 montrer (1) et (7). Comme I'E = 1d, (7) se déduit de la propriété (7°)
— = ET'. Montrons donc (1) et (7'):

(1) Q c —ES (7")
= Pc-Q
QNES=0 —
e PNQCO
T(QNES)= o —
(PNnQ)c v
TQNTES = o
TPNnTQc @
rons=g _—
—=— TP C —TQ
rocs — =
—= = PcC E-TQ
QC E-S
CONTEXTE 11

Soit % une catégorie 4 limites projectives finies et objet initial 0, avec 1 # 0.
Comme précédamment écrivons I" pour le foncteur section globale. Soit deplus #
une classe de monomorphismes de € telle que

(1) % est stable par changement de base,

(2) % est stable par composition,

(3) Pour toute famille (U, » X) de %, si (I'U, > 'X) est surjective alors
(U, » X) est épimorphe effective.

10. PROPOSITION [9]. Contexte I1 = Contexte 1 (en prennant pour topologie sur €
les familles (U, » X)) de % telles que (T'U, > T'X) est surjective).
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Soit &le topos des faisceaux sur €.

X étant un object de & on va munir I'X d’une structure d’espace topologique
notée Spec X.

(1) Lorsque X est représentable, Spec X a pour base d’ouverts la famille des
sous-ensembles de la forme I'U — T'X, lorsque U parcoure %.

(2) Si X est quelconque dans &, Spec X est la topologie finale déterminée par les

. rf .
familles d’applications (Spec Z — I'X) ou Z parcoure les objets représentables

de &.
Il est claire que si f: Y — X est une fleche de &, Spec Y — Spec X est continue.

11. PROPOSITION [9]. X étant un objet de & et Q C X, alors

Q ouvert dans X = T'Q ouvert dans Spec X, et Q = ETQ.

12. COROLLAIRE. Pour les sous-objets ouverts U de & on a les équations

(") TV, (U) = V,I(U).

13. DEFINITION [9]. On dira qu’un objet X de & est Haussdorf si la diagonale
T'X » Spec(X X X) est un sous-ensemble fermé.

REMARQUE. Notons que Spec X n’est pas nécéssairement Haussdorf car le
foncteur Spec ne préserve pas, en général, les produits.

14. PROPOSITION [9] (caractérisation des ouverts). Soit X un objet Haussdorf dans
&, Q » X et S » Spec X des sous-objets, alors

(i) Q ouvert de X < I'Q ouvert de Spec X,

(ii) S ouvert de Spec X < ES ouvert de X.

15. COROLLAIRE. Soit f: ¥ — X une fléche de &, out Y est Haussdorf. Alors les
deux propriétés suivantes sont équivalentes

M PT) - P(X) préserve les sous-objets ouverts,

(2) Spec(Y') — Spec(X) est une application ouverte.

PREUVE. (1) = (2) car, U étant un ouvert de Spec(Y), 3,(U)=TE3(U) =
'3, E(U) (d’aprés la Proposition 9, Equation (4)), (2) = (1) résulte de 'Equation
(10) de 1a Proposition 9.

REMARQUE. En particulier, lorsque X X Y est Haussdorf, Spec 7 est ouverte, ou

m: X X Y — X désigne la projection canonique (on utilise la Proposition 2).
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Soit maintenant f: ¥ — X une fléche de & “ouverte” dans le sens du Corollaire
15, alors

16. COROLLAIRE. Si X et Y sont Haussdorf, alors pour les sous-objets ouverts, les
équations (4), (5) et (9) de la Proposition 9 sont satisfaites “au sens fort”.
C’est-a-dire, si U et U’ sont des ouverts de SpecY et V un sous-objet ouvert de Y,

alors

4) E3,(U)=3,E(U)

(5") E(UU U’) = E(U) U E(U")
(%) TV, (V) = V,T(V).

PREUVE. Il résulte du corollaire précédant et des Propositions 9 et 14.
Ainsi, pour les sous-objets ouverts, toute la logique de &, “coincide” avec celle
de &ns via T et E. Elle est donc “classique”.

17. PROPOSITION. Les objets Haussdorfs sont stables par produits finis dans &.

PrReUVE. Découle du fait que I'identité Spec[( X X X) X (Y X Y)] = Spec( X X
X) X Spec(Y X Y) est continue, pour tout X et Y.

18. PROPOSITION. Dans &, séparé < Haussdorf.

PREUVE. Soit X un objet de &.

Si X est séparé, —A est ouvert dans X X X, donc I'= A est ouvert dans
Spec(X X X) (d’aprés la Proposition 11). Mais ' A = — T'A (Proposition 9,
Equation (1)), et I'A = A. Donc X est Haussdorf.

Réciproquement, si X est Haussdorf, on peut, cette fois, appliquer la Proposi-
tion 14 (car X X X est Hausdorff par la Proposition 17). Elle entraine alors
immédiatement que X est séparé.

En combinant les résultats des deux derniéres propositions on constate que
dans &les objets séparés sont stables par produits finis, ce qui ne semble pas étre
vrai dans le cas général.

2. Objets compacts

Reprennon, maintenant d’étude comparative des différentes conditions (C1),
(C1,X), (C2,X), (C3,X). Pour cela, considérons ici des versions “externes” de
(C1, X) et (C3,X):

(exC1, X) Pour tous sous-objets 4 C Xet B C K X X,
TTAUB=KXX
AUV, B=X
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(exC3, X) Pour tout sous-objet U € K X X,
U ouvert = V_ U ouvert.

19. PROPOSITION. Soient K et X deux objets de & tels que K satisfait (exC3, X),
alors pour tous-objets ouverts U et U, de K X X, on a

UuU=KxX
IV, UV, =X

PREUVE. On a successivement
ULuU=KxX Equation (11)
FU, UTU,=TK X TX logique “classique”
3,TU, UV, TU,=TX  Equation (10) et Corollaire 12
iy, UIv,U,=TX  Equation (11)
T'(3,U, UV,U,) = TX
AU, UV, = X '

Cette derniére ligne est justifiée car 3,U; U V,U, est un ouvert (Proposition 2). It
suffit alors d’appliquer la Proposition 11.

20. PROPOSITION. Soient X un objet représentable et séparé dans &, et P et Q
deux sous-objets de X. Alors, si P et Q recouvrent X (i.e. P U Q = X) il existe deux
ouverts U, et U, de X, respectivement contenus dans P et Q, qui recouvrent X, (i.e.
UcP, UcCcQealUvl=X).

PREUVE. X étant représentable, il existe une famille couvrante (U, » X) telle
que U, © P ou U, C Q. Soit U, (respectivement U,) = U,U; pour les indices i tels
que U, C P (respectivement U, C Q). Alors YU U,=X. UyCc P et U,CQ.
Deplus, comme chacun des U, est ouvert (car U, est ouvert par définition, et X est
séparé) il en est de méme de leurs réunions U, et U,.

Par la suite, on conviendra d’appeller localement représentable tout objet X
recouvert par des ouverts représentables (i.e. il existe une famille (U, » X) de
sous-objets ouverts telle que X = U,U, et ou chaque U, est représentable).

Remarquons que cette situation correspond, dans le cas de la géométrie
algébrique, a la définition des schémas.

21. COROLLAIRE. Soit X un objet de & localement représentable par des objets
séparés. Alors la conclusion de la Proposition 20 est encore valide.

PreUVE. C’est un exercice facile.
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22. PROPOSITION. K étant un objet séparé dans &, (C2,X) = (C3,X) pour tout
objet X séparé.

PREUVE. Les objets séparés étant stables par produits finis (voir remarque aprés
la Proposition 18), il suffit d’appliquer la Proposition 7.

23. PROPOSITION. Si K est un objet localement représentable par des séparés, alors
(exC3,X) = (ex C1, X) pour tout X séparé et représentable.

PREUVE. Soient PC K X X et Q C X tels que #7'Q U P = K X X; alors,
comme K X X satisfait les conditions du Corollaire 21 (car les ouverts sont
stables par changement de base voir Proposition 2) il existe des ouverts U, et U,
de K X Xtelsque U, U U, = K X X, U, C 77Q, et U, C P. Appliquons mainte-
nant la Proposition 19. On a donc 3,U; U V,U, = X. Mais .U, € Q, et V.U, C
Vv, P.Parsuite QU V, P = X.

La théorie générale des topos nous enseigne aussi que
24. PROPOSITION. Si, pour tout X représentable, on a (exC1, X), alors on a (C1).

En résumé, nous avons montré que
(1) (pour tout X représentable (exCl1, X)) = (C1),
(2) (C1) = (pour tout X, (C1, X)),
(3 (CL,X) = (C2,X),
@) (C2,X) = (exC3, X).
Ces trois implications étant vrai en toute généralité et sans restriction sur K et X.
(%) (C2,X) = (C3,X)
dans le Contexte II lorsque K et X sont séparés (i.e. Haussdorf).
(6) (exC3,X) = (exCl1, X)
dans le Contexte II lorsque K est “localement représentable et séparé” (voir la
Proposition 23) et X est séparé.
Nous povons donc énoncer le théoréme suivant.

25. TuEOREME 1. Soit & un topos vérifiant les conditions du Contexte 11, et tel que
tout objet représentable soit séparé. Alors, pour un objet K séparé et localement
représentable, les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) (exC1, X), pour tout X représentables;

(i) (C1);

(iii) (C2, X), pour tout X;

(iv) (C3, X), pour tout X sépare.
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REMARQUES. (1) (C3, X) n’est pas nécéssairement vrai si X n’est pas sépare.
(2) Le théoréme s’applique, en particulier, au cas ou K est répresentable.
Plus concrétement nous avons, par la Proposition 14

26. PROPOSITION. Plagons nous dans le Contexte 11, et supposons que K et X sont
deux objets Haussdorfs. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes:
(exC3,X) Pour tout ouvert U C K X X, V,U est un ouvert dans X,
(C’3,X) Pour tout ouvert U C Spec(K X X), VU est ouvent dans Spec X (i.e. la
projection Spec(K X X) — Spec X est fermée).

D’ou le théoréme suivant:

27. THEOREME 11 (Théoréme de caractérisation des compacts). & et K étant placés
dans les hypotheses du Théoréme 1. Alors K est compact dans & selon la Définition 6
si et seulement si la projection Spec(K X X) — Spec(X) est une application fermée,
pour tout X représentable.

3. Exemples

1. En topologie

Soit ¥la catégorie des espaces topologiques séparés, et & le topos des faisceaux
sur € pour la topologie des recouvrements ouverts. Il est clair qu’on a la une
exemple du Contexte II. Identifions € a une sous-catégorie pleine de &. Alors, par
construction de Spec on a Spec X = X et Spec(X X Y) = Spec X X Spec?Y. Ceci
montre que X est séparé dans & si et seulement si il Pest au sens usuel.
D’autre-part, il est bien connu que si K est un espace topologique compact, alors
les projections 7: K X X — X sont des applications fermées, quelque soit ’espace
X. Réciproquement, soit K un espace topologique quelconque, et # un ultrafiltre
non principal sur K. Considérons alors X = K U {00} muni de la topologie qui
est discrete sur K et pour laquelle les voisinages de oo son les ensembles
appartenant 4% . Sip € K, { p} ¢ F(puisque Fest nonprincipal) donc K — { p}
€ #. 1l s’en suit que X est un espace séparé. Supposons maintenant que la
projection 7: K X X — X soit une application fermée. Considérons alors A =
{(p, P)/P € K}, AC K X X, et soit A la fermeture de A dans K X X. Comme
Kcw(A)c X, et K= X, il s’en suit que 7(A) = X. Donc oo € w(A), il existe
alors p, € K tel que (p,, 00) € A. Si V est un voisinage de p, et F € Fon a donc
que (VX F)Yn A # &. Cest-a-dire, VN F # &. Ceci montre que, quelque soit
V, voisinage de p,, V appartient 3 #. C'est-a-dire, # converge vers p,. On a donc
démontré qu’un espace topologique K est compact (au sens usuel) si et seulement
si les projections K X X — X vers tout espace séparé X, sont fermées. Donc,
d’aprés le Théoréme II on peut énoncer la proposition suivante.
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Un espace topologique K, séparé, est compact au sense usuel si et seulement si il
est compact dans & au sense de la Définition 6.
2. En géométrie différentielle

(a) Soit ¥la catégorie des ouverts des espaces euclidiens R*, n = 0,1,2,..., et
fonctions (indéfiniment) différentiables, et soit &'le topos de faisceaux sur € pour
la topologie des recouvrements ouverts. Il est clair qu’on a la un exemple du
Contexte I1. Toute variété indéfiniment différentiable M définie un objet de & de
la fagon évidente. Une section U — M est simplement une application indéfini-
ment différentiable de U dans M. Il est clair que cette objet est localement
représentable. En effet, soit (U, = M) un recouvrement ouvert de M par des
ouverts euclidiens (au sens usuel), et soit U 5 M une section quelconque du

faisceau M. Alors x U, = U est un recourvrement de U dans se site, et les
restrictions x U = U, son des sections du faisceau représentable U,. Ce qui
montre que (U, — M) est une famille épimorphe dans &. L’espace Spec(M ) est
I’espace topologique sous-jacent a la variété M, et on a Spec(M X N) = Spec M
X Spec N. Donc M est séparé dans & si et seulement si elle I’est au sens usuel. Si
M est compacte, alors les projections M X U — U sont des applications fermées,
pour tout espace U du site. Réciproquement, soit M une variété indéfiniment
différentiable paracompacte, et soit (S, ) une suite quelconque de M.

Supposons que la projection M X U — U soit fermée pour tout espace U du
site. En particulier, la projection m: M X R — R est fermée. Considérons alors
A= {(S,,1/n): n€ N} Cc M XR, et soit A la fermeture de A dans M X R.
Comme 0 € 7(A), il existe donc p, € M tel que (py,0) € A. Cela signifie qu'il
existe une sous-suite de (S,) convergent vers p,. Comme les suites suffisent pour
caractériser la topologie des variétés paracompactes, on a démontré que M est
compact au sens usuel. Donc, d’aprés le Théoréme II, on peut éncocer la
proposition suivante.

Une variété indéfiniment différentiable (séparé et paracompacte) est compacte au
sens usuel si et seulement si elle est compact dans & au sens de la Définition 6.

REMARQUE. La ligne longue (voir [10] ou [1]) est une variété non paracompacte
(et donc non compacte au sens habituel) qui est pourtant compacte dans & au
sense de la Définition 6. On laisse au lecteur interessé le soin de le vérifier.

(b) Tout modele bien adapté & de la géométrie différentielle synthétique
construit selon les techniques développées dans [3] se trouve dans le Contexte II.
Pour fixer les idées, soit & le topos de faisceaux, pour la topologie des recouvre-
ments ouverts, sur la catégorie €°P, duals de celle des anneaux C* de la forme
A= C*R")/I, ou I est un idéal de nature locale. Ceest-a-dire; pour tout
f € C*(R"), f € I si et seulement si, pour tout x € R, f| € I|_, ou f|  désigne
le germe de fen x, et ou I| est 'idéal engendré, dans I’anneau des germes, par les
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éléments de la forme h|, avec h € I. Dans [3] on démontre que &°P est une
catégorie d’espaces annelés et que les conditions du Contexte II sont vérifiées.
Dans une autre optique, on peut définit & comme étant le topos des faisceaux sur
% °P pour la topologie engendrée par des familles de la forme (4 — 4{a;'}), ou
a, € A est une famille quelconque d’éléments de A telle que 1 € (a,). Précisons
que A{A;l} est la solution, dans %, du probleme universel que consiste a rendre
inversible élément a , et (a,) est I'idéal de nature locale engendré par les a,. Des
résultats démontrés dans [2] montrent que % est un exemple du Contexte II (voir
aussi [6]). Si A € €, alors Spec(A) est 'ensembles ZI C R” des zéros de I'ideal T
avec la topologie induite par celle de R". Les objets X localement représentables
séparés sont éxactement les schémas C* séparés et Spec(X X Y) = Spec X X
Spec Y. Considérons maintenant I'objet C*(R) de €. Alors, Spec(C*(R)) = R et
comme dans a) on démontre que: Si les suites suffisent a caractériser la topologie
de Spec X, alors Spec X est compact, au sens usuel, si et seulement si les
projections sur tout objet du site sont fermées. En particulier, on a les énoncés
suivants.

(L’objet dual d’) un anneau C*, A = C*(R") /I, présenté par un idéal de nature
local, est compact dans &, au sens de la Définition 6, si et seulement si I’ ensemble
des zéros ZI C R”" de I’ideal I est compact au sens usuel.

Une variété indéfiniment différentiable (séparé et paracompacte) est compacte au
sens usuel si et seulement si elle est compact & dans au sens de la Définition 6.

Remarquons que ce résultat est encore valable pour un schéma C* séparé
quelconque tel que les suites caractérisent la topologie du spectre.

3. En géométrie analytique

Soit ¥la catégorie des modeles locaux pour les espaces analytiques, c’est-a-dire,
les espaces anneles de la forme O,(U)/J, ou O,(U) est le faisceau des germes de
fonctions holomorphes sur un ouvert U C C”, et J est un sous-faisceau cohérent
d’ideaux (voir par exemple Malgrange [7]). Soit & le topos des faisceaux sur &
pour la topologie des recouvrements ouverts. Il est immédiat de constater que &
est un exemple de Contexte II. Les objets X € & localement représentables
séparés sont éxactement les espaces analytiques que nous dénoterons ( X, Oy), ou
X est Pespace topologique de base, et O, est le faisceau structurel. On a
Spec( X, Oy) = X, et Spec((X, Ox) X (Y, Oy)) = Spec(X, Oy) X Spec(Y, Oy).
Soit (K, Ox) une espace analytique. Si K est compact au sens usuel, les projec-
tions K X X = X sont des applications fermées por tout espace X et en par-
ticulier, pour tout modéle local (X, Oy ). Réciproquement, soit (K, Og) un espace
analytique quelconque. Considérons le modele local (X, Oy) = (C, O¢), c’est-a-
dire le corps des complexes avec le faisceau des germes de fonctions holomorphes,
et supposons que la projection K X C — C soit une application fermée. Comme
dans ’Exemple 2(a), on en déduit que K est compact au sens usuel. Donc, d’aprés
le Théoréme II, on peut énoncer la proposition suivante.

https://doi.org/10.1017/5144678870002718X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S144678870002718X

[15] Objets compacts dans les topos 217

Un espace analytique (K, Oy ) est compact au sens usuel si et seulement si il est
compact dans & au sens de la Définition 6.
4. En géomeétrie algébrique

Soit k un corps algébriquement clos, et soit €°P la catégorie des k-algébres de
présentation finie. Soit &le topos des faisceaux sur € pour la topologie engendrée
par les familles de la forme A4 — A[a;'], ou a,€ 4, i=1,2,...,n, et 1 €
(a;,...,a,)-Cest-a-dire, le “gros” topos de Zariski sur k (voir [4]). Des résultats
bien connus en géométrie algébrique montrent que & est un exemple du Contexte
IT dans lequel tout objet du site est séparé. Si 4 est une k-algébre, considérée
comme un objet de &, alors Spec A est le spectre maximal de ’anneau A. En plus,
le objets localement représentables sont exactement les k-schémas de présentation
finie, et les objets séparés et localement représentables sont exactement les
k-schémas séparés de présentation finie. Donc, d’aprés le Théoreme 1I, on peut
énoncer la proposition suivante.

Un k-schéma séparé est complet au sens usuel si et seulement si il est compact
dans & au sens de la Définition 6.
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