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HOMOLOGIES DE SHIH: DEFINITION ET
PROPRIETES

FRANCOIS LALONDE

0. Introduction. En 1977, Shih [8] a introduit, pour I’étude des sections
d’une application f:X — A4 de classe CK, ou X et 4 sont des espaces
de classe CK avec 0 = k = oo (paragraphe 1), une nouvelle “homologie”
appelée homologie sectionnelle (k-fois différentiable) permettant d’attacher
a lapplication f des invariants algébriques, et un invariant numérique
quand A4 est une variété connexe, orientée et paracompacte, le degré
sectionnel, plus fin que le degré classique.

Cette homologie, introduite d’abord dans le cadre de la résolution des
systémes d’équations aux dérivées partielles, intervient également dans les
problémes liés aux singularités des applications différentiables.

Soit le diagramme commutatif

g ,
! X

I

d’applications de classe C* entre espaces de méme classe, ou gz est un
plongement. Pour étudier les sections de f prolongeant des sections
données de f’ (ou f” peut étre vide), on définit de maniére fonctorielle les
groupes d’homologies sectionnelles k-fois différentiables absolue et
relative Ho(f), et Ho(f, f'; &) OU g = (gp gy)- Ces homologies
s’obtiennent du complexe des chaines finies de simplexes sectionnels
k-fois différentiables a coefficients entiers, un simplexe sectionnel k-fois
différentiable étant une section locale de classe C* de f au-dessus d’un
simplexe plongé. Or I'exigence d’avoir des simplexes plongés introduit des
différences fondamentales avec les homologies singuliéres. En particulier,
deux cycles sectionnels de dimension égale a celle de ’espace de base A4,
sont nécessairement non homologues: on définit, pour contourner cette
difficulté, I’homologie sectionnelle réduite en considérant, au lieu de f, son

S
8B

»
L
B >
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plongement dans f X lg identifiant f a f X 1,. Cette homologie, définie
au niveau des groupes d’homologie, ne provient pas d’'un complexe de
chaines.

On a montré que ’homologie des simplexes plongés d’une variété est la
méme que son homologie singuliére ( [S] et [7] ) et ensuite que I’homologie
sectionnelle d’une submersion f:X — A est isomorphe & I’homo-
logie singuliére de I’espace total X pour les dimensions inférieures a la
dimension de I’espace de base A (elle est nulle pour les dimensions
supérieures). ([6] et [7]). En homologie réduite, cet énoncé inclut
également la dimension de A. Ainsi ’homologie sectionnelle d’une
application f n’est “sensible” qu’aux singularités de f. Et effectivement,
I’homologie sectionnelle des fibrés a singularités (et a fortiori celle des
applications différentiables moins réguliéres) est bien différente de
I’homologie singuliére de I’espace source (paragraphe 1, exemples b et c).
Ceci a notamment pour conséquence que le degré sectionnel représente
une obstruction beaucoup plus fine que le degré classique pour I’existence
de sections d’une application donnée (paragraphe 4).

On donne au paragraphe 1 les définitions catégoriques des homologies
sectionnelles non-réduite et réduite dans les cas continu et différentiable,
avec quelques exemples. On établit ensuite au paragraphe 2 quels sont,
parmi les axiomes d’une théorie homologique, ceux auxquels satisfont ou
ne satisfont pas ces homologies. On reprend succintement la méme étude
au paragraphe 3 pour I’homologie sectionnelle réduite. Enfin, le dernier
paragraphe 4 est consacré a la définition du degré sectionnel et aux
avantages qu’il présente sur le degré classique.

1. Définitions et exemples. Soit f: X — A4 une application continue d’un
espace topologique séparable dans un autre. Selon Shih [8], un g-simplexe
sectionnel (continu) de f est un couple (o, y) ou o:Aq — A est une
application continue injective du g-€me simplexe type Aq c R dans
A et ou y est une section continue du produit fibré ¢*X de f par o
au-dessus de A, c’est-a-dire une application continue y:A, — X telle que
o = f o y. L’application o est donc un homéomorphisme sur son image
en tant qu’application continue d’un espace compact dans un espace
séparable. On désigne par S (f), 'ensemble de tels couples, S,(f), = &
pour g < 0, et par

E:Sq(f)s . Sq*l(f)s
les opérateurs de faces définis de facon naturelle:
E(o, v) = (§(0), E()).

Notant C,( /), le groupe librement engendré par les g-simplexes section-
nels, on définit par

C(f)c = ({Cq(f)s}qel’ a)
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le complexe des chaines sectionnelles ou

2(~1)F

i=0

L’homologie de ce complexe est notée H,(f),, appelée homologie
sectionnelle de f.

C’est 1a la définition de Shih. Dans cet article, pour pouvoir traiter
simultanément les cas continu et différentiable, on utilisera les définitions
suivantes.

On appellera espace de classe C % un espace topologique séparable, et
espace de classse C/‘, 1 = k = oo, une variété différentiable réelle de
classe CX. Une application de classe C” (c’est-a-dire continue) ¢:V — W
entre espaces de classe " estun plongement de classe ' si gest injective;
c’est un plongement régulier de classe C Osi g est un homéomorphisme sur
son image. De méme, une application ¢: ¥V — W de classe C kK 1=k = oo,
est un plongement de classe C¥ si ¢ est une immersion injective; c’est un
plongement régulier de classe C ksi ¢ est un plongement de classe C ket
un homéomorphisme sur son image.

Soient 0 = k = coet f:X — A une application de classe C* d’un espace
de classe C* dans un autre. On définit I’homologie sectionnelle k-fois
différentiable de f, notée H,(f),, de la maniére suivante. Soit (o, y) un
g-simplexe sectionnel (continu) de f. Notons H, I'hyperplan de R? i
contenant Aq et %, I’ensemble des voisinages ouverts de A, dans H,. Alors,
(o, v) est dit g-simplexe sectionnel k-fois différentiable de f s’il existe
U & %, tel que (1) o se prolonge sur U en une application aU de classe
ct dont la restriction a Aq est un plongement de classe Chet(2)y se
prolonge sur U en une application vy, de classe Cck. Si k = 0, cette
définition est équivalente a celle d’un g-simplexe sectionnel continu de f.
Si 1 = k = oo, la définition est équivalente 4 I'existence d’un ouvert
Ue tel que o et y se prolongent sur U en un plongement régulier o, et
une appllcatlon v, de classe ck respectivement: il en résulte que (o, v;,)
induit une application

~ —1
Yu = vwou Imaoy — X

de classe C* qui est une section de f au-dessus de Im o, mais pas
nécessairement au-dessus de Im o,. On note S, A /)i lensemble de tels
couples et on définit, comme auparavant, le complexe C(f), des chaines
sectionnelles k-fois différentiables de f. L’homologie H,(f), est obtenue a
partir de ce complexe. Il est clair que les définitions de Hy(f), et Hy(f),
sont équivalentes: il suffit donc de considérer les homologies sectionnelles
k-fois différentiables pour 0 = k = oo.

Remarquons que pour l'identité i:T — T d’un espace de classe ch,
’homologie sectionnelle H,(i), s’identifie a '’homologie du complexe des
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chaines finies de simplexes k-fois différentiables plongés de T, appelée
homologie de plongements k-fois différentiables et notée Hy(T),;. Alors,
tout diagramme commutatif de la forme

X

f

&

81

.
>

ou les espaces et applications sont de classe Cketou g, est un plongement,
induit des morphismes

(815 8):C(T)y — C( ) et (g, 82) 5 Hi(T)p = Huf )y
S01t maintenant 0 = k = oo, et soient 4, X, B, Y des espaces de classe

ck (pas necessalrement non-vides), f, f’, gg et gy des applications
également de classe CF telles que le diagramme suivant soit commutatif

g
Y Y X
A f

g
B id A

et que gp soit un plongement. Notons g le couple (g gy). Un tel
diagramme sera appelé k-diagramme, noté (f, f’; g),. Un k-morphisme

h:(fy S5 gk = (a5 8

d’un k-diagramme dans un autre est un quadruplet (hy, hy, hp, hy)
d’applications de classe C* telles que le diagramme suivant soit

commutatif
Xl hX > Xz
8y, &y,
Al |
g Y
h
/i A, A » 4
8s, ¥
8B,
Y hy Y
B, > B,

et que h, et hp soient des plongements.
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Désignons par 2, la catégorie dont les objets sont les k-diagrammes et
les morphismes, les k-morphismes. Soit ¢ la catégorie des groupes abéliens
gradués. On va définir un foncteur de &, dans ¥ associant a tout
k-diagramme (f, f’; g), I'’homologie sectionnelle H.(f, f’; g),. Mais
auparavant, pour donner un sens dans &, aux axiomes d’une théorie
homologique, nous devons définir ce qu’y sont un point, une homotopie et
une excision. Un point de ) est un k-diagramme

[} » P

Ip

) » P

ou P consiste en un seul point.
Une homotopie au sens fort entre deux k-morphismes

h()’ hl:(fl’ fl,; gk — (fz: f2/§ 2k

est un k-morphisme

F = (B, B, Fg, Fyp):(fi, f{: g0k X 1p = (2 f15 &2k
tel que Fj, = hy et Fj, = hy, ou (f}, f{; g, X lg désigne

() X I f X 1gs g1 X Il

et ou, pour tout ¢t € R,

Gt s g = (s fis 80 X g

est le k-morphisme défini par I'identification de (f}, f/; g @ (/1. /15 8«
X 1,. Une homotopie au sens faible entre deux k-morphismes

o, hy:(frs 15 80k = (s 135 82k

est un quadruplet F' = (F}, Fy, Fp, Fy) défini de la méme maniére que pour
’homotopie au sens fort, a la différence qu’ici F; et Fy sont des isotopies
de classe CX. Ainsi, F n’est plus en général un k-morphisme; mais les

Eji:(fis J15 80k = (o 135 82k

en sont quel que soit 1 € R.

Soit (f, f; g); un k-diagramme tel que Y soit un sous-espace de classe
Ctde X, B = f(Y), f’ soit la restriction de fa Y, et g I'inclusion de f”
dans f. On dira dans ce cas que f” est une restriction de f, et ’on notera
également (f, /), un tel k-diagramme. Soit alors U un sous-espace de Y
telque Y — U, X — U, f/(Y — U) et f(X — U) soient des espaces de
classe C*. Notons [}, et f, les restrictions de f et fa Y — Uet X — U
respectivement. Le k-diagramme (f,, f{ ), est alors dit une excision de
(/. /)i si la fermeture de U relativement a X est incluse dans I'intérieur
de Y relativement a X.
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On définit le foncteur Hy:9, — ¢ de la maniére suivante. Soit (f, f”; g),
un k-diagramme. II est clair que g induit une application de S ( /"), dans
S,( /)i pour tout ¢, qui s’étend linéairement a un morphisme

gC( " = CU

car g commute avec d. Ainsi g induit le morphisme

8*311*(f’)k - H*(f)k
Alors le groupe d’homologie sectionnelle relative H,(f, f’; g), provient

du complexe de chaines C(f, f’; g), défini par le “mapping cone” des
complexes de chaines C(f), et C(f");:

CU S5 80 = CU +, CU M
dont le g-¢me groupe est

Cq(f)k © Cq_l(f’)k et 9(c D) = (dc + gc’) ® (—ac).

Evidemment, si dans le k-diagramme (f, f’; g),, f est la seule application
non vide, la définition de H,(f, f’; g), coincide avec celle de Hy(f),. Si f’
est une restriction de f, l'inclusion g permet d’identifier C(f”), a un
sous-complexe de C(f), : Hy(f, f’; g), est alors canoniquement iso-

morphe a Hy(C(f)/C(f"))-
Soit h = (hy, hy, hg, hy) un k-morphisme de (f,, f|; g), dans
(/5 /55 &)i- On lui associe le morphisme

h:C(fy, f15 80k = Ca 35 8k

donné sur

C,(f1s S5 80k = Cofk +o Coi (i
par
h(c; @ ¢)) = (hy, hy)(c)) @ (hp, hy)c))
ol
(s hy):C(f)) = C(fy et (hp, hy):C(f)) = C(f3)

sont les morphismes définis de la facon naturelle. Alors 4 est un
morphisme de complexes de chaines induisant le morphisme

Hy(h):Hy(fy, f15 8 = Hie(Ss 135 82

noté également h,. Ainsi défini, H, est bien un foncteur de &, dans %.

Enfin, le foncteur H,,:9, — % associant a tout k-diagramme (f, f”; g),
son homologie sectionnelle k-fois différentiable réduite Hy,(f, f'; g), est
défini par:

H*r(.f’ /s & = Im(H*(f, /s g)kjﬁ’k H((f, 1" 8 X IR))
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ou le k-morphisme j, est I'identification de (f, f7; g). a (/s /75 &) X 1.
Ainsi

H 1% 0% = Z,(fs 5 oW/ BoS s 2

ou Bq,(f, /75 ), est le sous-groupe de Zq(f, J’; 8), constitué des cycles z
tels que

Jo@) € B((f. [7; g) X 1p).
Donc,

B(f, "5 8 © B(L ['5 &)

mais 'inverse n’est pas toujours vrai.
Soit

h:(f1s S5 g0k = (o Jo5 8

un k-morphisme. Le diagramme suivant étant commutatif

H, ,

Ho(fy. /15 gk (k) —» H(f5, 135 8k

(D l H,(jo) l Hy(jgy)
Ho((f), S5 g X 1p) Hih X 1p) > Ho((f5, 135 82k X 1p)

Hy, (f, f{; gk est appliqué par Hy(h X 1g) dans H,,(f5, f5; g);- On
définit H,,(h) par la restriction de Hy(h X 1g) & Hy, (f}, f{5 &) et la
fonctorialité de H,, résulte immédiatement de celle de H,. La notation A,
pour H,, (h), sera utilisée.

Exemples. a) Soit X — A" un fibré localement trivial ou, d’une fagon
plus générale, une submersion de classe C k1 = k = co0. On a montré ([5]
et [7]), sous I’hypothése que I’homologie des simplexes plongés d’une
variété est la méme que son homologie singuliére et ensuite ( [6] et [7] ) que
pour une submersion f: X — A4, on a :

H,(f), =~ H/(X) pourq <n = dim 4

(bien sar H,(f), = Z,(f), et H(f), = 0 pour ¢ > n) et H,(f), ~ H(X)
pourg = n (Hq,(f)k = 0 pour ¢ > n), ou H,(X) est 'homologie singuli¢re
de X.

b) Une application f:X — 4 continue, ouverte et surjective d’espaces
topologiques est dite fibré a singularités s’il existe un sous-ensemble fermé
X, de X tel que f, soit un homéomorphisme de X, sur 4, C 4, et que

0 1Xo 0 0

https://doi.org/10.4153/CJM-1987-036-5 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1987-036-5

HOMOLOGIES DE SHIH 755

soit un fibré (de fibre notée F). Le fibré a singularités est de classe C* si
tous les espaces, les mclusmns Xy S XetAyS A, et les projections f; X, ©t
Jix—x, sont de classe ct.

Les homologies sectionnelles d’un fibré a singularités ne sont pas les
mémes, en général, que ’homologie singuliére de I’espace total X. A titre

d’exemple, considérons les homologies sectionnelles k-fois différentiables
(1 =k = o0) de

ST (m =)
(X1s - X)) P2 XY

Iei, X = 8" A =1, X, = {(—1,0,...,0), (1,0,....0)}, A4y = {—1, 1}
et F~ S" ! On a:

Hy(S" hez7*> ¢4=0
H () ~ {Zl(fp(-XO)k g =1
0 q>1
HyS"™)  q=0
H,(f. fixk = {Zl(fl)(~)(0)k g =1
0 qg>1
y/ q=20
H, (/)i = Hy(f, fixh = {Hl(smﬂ) q=1
0 qg > 1.

Ce calcul s’obtient des définitions, en utilisant la caractérisation donnée
en a) pour les homologies sectionnelles de f| X=X, La nullité de groupe

H\(f, fix)r» pour m # 2, entraine immeédiatement qu’il n’existe pas
de section différentiable globale de f (paragraphe 4, exemple c¢).

c) Considérons enfin le cas d’une application de classe C° stratifiée en
deux strates au sens de Thom-Boardman ( [3], chap. VI paragraphe 5, et
[1]) qui n’est pas un fibré & singularités. Soit

fX=R >R =4

donnée par
' 1 4
fxp, xy) = gxl T~ Xp X ).

Désignant par S;(f) I'ensemble des points de X ou f est de corang i,
on a:

Sof) = {(x1, x) € Rix; # —1, 1}

et

S\(f) = {(x;, x)) € R:x; = —1oul}.
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Notons X; = S;(f) et f; = fix pour i = 0, 1, et considérons la suite
exacte d’ homologle sectionnelle relauve associée a (f, fy), (paragraphe 2,
propriété ii):

- 0+
.= H(fo) = H(f) 2 H\(f, fox = Ho(Sohr —
Puisque H,(fy), est nul et que H,(f, fo)r = Z,(f, fo)
H\(f), = ker(@+:Z,(f, fo = Ho(Soh)-

Alors, pour 1 = k = oo, les homologies sectionnelles (a chaines
localement finies) sont

0 qg=20
ker 9 qg=1

H o~ *
A PATAR )
0 q>2

et

H*r(f)k =~ (.

Notons en particulier que H,(f), et Hy(f), sont 4 engendrement infini
alors que les homologies réduites sont nulles. La nullité du groupe H,,(f),
entraine qu’il n’existe pas de section globale de f alors que ’homologie
singuliére ne fournit aucune obstruction (paragraphe 4, exemple b).

2. Propriétés de I’homologie sectionnelle. Les axiomes d’une théorie
homologique sont 1) la fonctorialité, ii) I'exactitude de la suite longue
d’homologie relative, iii) la nullité des groupes d’homologie d’un point en
dimension positive, iv) 'invariance par homotopie, et v) I’excision. La
fonctorialité a déja été établie. Nous montrons dans ce paragraphe que
I’homologie sectionnelle (non-réduite) vérifie ii), iii) et iv) au sens fort,
mais non iv) au sens faible, ni v). Puisqu’ici énoncés et démonstrations
s’appliquent également a toutes les valeurs de k&, 0 = k = oo, on omettra
lei indices k ainsi que les expressions “k-fois différentiable” ou “de classe
c*”.

i) La suite exacte longue en homologie sectionnelle. Considérons, pour un
diagramme (f, f’; g) quelconque, la suite courte

0> C,NB i+ ¢, S c, (-0

ou p et g sont définis par p(x) = x @ 0 et g(x @ y) = y. Elle est exacte a
condition de remplacer d par —9d dans C(f”) de sorte que — ¢ devienne un
morphisme. Et on a la suite exacte longue

S HOB G oS & ) —
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puisque H,(f’) n’est pas affecté en substituant —9d a 9. Ici j, = p, et
d4, = —¢g%. Notons que g, et j, sont induits par les morphismes

g(f) = () et ju(f)—=(f [ 8
définis de la fagon évidente.
Soit
h = (hy hy hg, hy):(fi, 15 8) = (fa f15 82)-

On lui associe le morphisme 4, de la suite exacte longue d’homologie
sectionnelle relative de (f}, f{; g,) dans celle de (f5, f5; g,). En effet, le
diagramme suivant est commutatif

0—C(f)—=C(1, f: g —>C(f))—>0

l(hA, hy) h (hg, hy)

00— C(f))——>C ()2, /3; @) — > C(/HH—>0

et on déduit le diagramme également commutatif

c R H () H,(\, fi; §)—H,_\(/))——H,_ (/) —> ...

l(hA. hy)s lh* l(hg, hy)« l('u» hyx)x

B H(fy) = H (5. f3: g) ——H,_\(f5) ———BH,_ () — ...

Bien shr, I’association a tout morphisme A du morphisme A, de suites
longues exactes, est fonctorielle.

La propriété iii) est évidente: Hy(1p) ~ Z et H,(1p) = 0 pour g # 0.

1v) Invariance par homotopie. L’homologie sectionnelle (non-réduite)
vérifie 'invariance par homotopie au sens fort, mais non au sens faible.

a) Cas de I’homotopie au sens fort. Il suffit de montrer que toute
homotopie au sens fort F entre deux morphismes

ho, hy:(f1s 15 8D = (o, 135 &)

induit une homotopie au niveau des complexes de chaines entre kg et h,.
Ceci est équivalent & démontrer que, pour tout diagramme (f, f7; g),

Jo iU [ 8) = (L 5 8) X 1x

induisent des morphismes de complexes de chaines homotopes. La
condition est nécessaire car 'identité sur (f, f’; g) X 1g est une homo-
topie au sens fort entre j, et j,. Elle est suffisante car ’homotopie & entre
les morphismes de complexes de chaines j, et j,, permet de définir une
homotopie © entre A, et h; par ® = F{Q.

Définissons d’abord une homotopie
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QrC(f) = C(f X 1p)
entre
Jor J1:C(f) = C(f X 1p).

Soit P le prisme A, X [0, 1] = A, X 1. A chaque g-simplexe sectionnel
(0,7) € Sq( /), on associe le diagramme

X X R

X 1
Yu R X 1g
OU X IR

U X R » A X R

ou U € 0Z/q, o, et v, sont donnés par la définition de (o, y). Alors, les
restrictions o X iy ety X i;deoy, X lgety, X lga P, donnent un sens
au morphisme

(0 X ip ¥ X i):C(Pyyy), = C(f X lg).

L’homotopie cherchée Qf est définie sur chaque simplexe (o, v) € Sq( H
par

(0 X ip vy X i@ (1y)).
ou
Q"L = L(P,)
est ’homotopie classique entre
j()’j] L(Aq) - L(Pq+1)'

Ici, pour un polyédre P, L(P) désigne la restriction du complexe des
chaines singuliéres C(P) aux chaines de simplexes linéaires affines.
On détermine de méme une homotopie

QiC(f") = C(f" X 1g)
entre

Jor J1:C(f") = C(f" X 1p).
Définissons maintenant

Q:C(f, 1. 8) = CU(L, [ 8) X 1p)

I’homotopie entre jj, et j, par

Qx © y) = Q(x) ® (—Q(1)).

Vérifions que € est bien une homotopie. On a:
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0x @ y) = (0 (x) — g X 1)) @ (3 »))
= (Jox) = jj(x) — Qa(x) — g X 1gQ(y))
® (o(y) = /1(y) — Qpd(y)).
D’autre part,
Q(xDy) = QU @Ox + gp)B(—d)) = (Qfax + Qfgy) 85} (foay).
Ainsi
(02 + Q)(x D y) = (o(x) = /1(x)) @ (jo(») — /1(»))
= (o —Jx DY),
car
Qg(y) = g X 1gl(y).
En effet, il suffit de montrer que
g0, v) = g X 1g€(o, v) pour (0, v) € S, (/).

Or ces deux (¢ + 1)-chaines de C(f X 1g) sont des subdivisions
barycentriques canoniquement définies sur des (¢ + 1)-prismes section-
nels de f X 1g. Il est donc suffisant d’établir que les deux (¢ + 1)-prismes
sectionnels déterminant Qfg(o, v) et g X IRSZf,(o, v) sont les mémes. Le
premier est le couple

((gg0) X ip, (gyy) X ip):A, X I = f X 1g
et le second, le couple

dont les premiéres composantes sont égales, ainsi que les secondes.

b) Cas de I’homotopie au sens faible. L’homologie sectionnelle
(non-réduite) ne vérifie pas l'invariance par homotopie au sens faible.
Soient par exemple f’:Y — B et f”:Z — B deux fibrés vectoriels (de
classe C k) sur une méme variété B de dimension n, et /X — B la somme
de Whitney de f” et f”. Alors les morphismes

g=Up Df=>f et g =Upqf )

définis par i(y) = y @ 0 et g(y ® z) = y, sont des équivalences par
homotopie au sens faible: g'g = 1 et gg’ est homotope au sens faible a 1,
(1l suffit de définir

F = (g Fp):f X Ig = f

par Fy(b,t) = bet F(y @z, t) = y ® z1).
Mais H,(f") n’est pas isomorphe a H,(f). En effet, H,(f") = Z,(f")
et H(f) = Z,(f) car B,(f") = B,(f) = 0. Or g permet d’identifier /’
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a un sous-fibré de f, et Z,(f’) a un sous-groupe de Z,(f). Ainsi
Z,(f) c Z,(f) mais Z,(f) & Z,(f): soit z € Z,(f”) tel que z # 0
et qu’il existe (o, y) € z avec Imy ¢ Im p ol p:B — Z est la section nulle.
Alors z € Z,(f) mais z & Z,(f").

v) La propriété d’excision. Il n’est pas difficile de voir que cette propriété
n’est pas satisfaite en homologie sectionnelle (non-réduite). Il suffit
simplement de noter que, pour n = dim B = dim 4,

H,(f. f) =Z,f /) et H((y () = Z,(Ju: J)-

On peut alors identifier Z, (f,, f{,) & un sous-groupe de Z,(f, f”), et tout
cycle z € Z,(f, f’) dont au moins un simplexe (o, y) est tel que

ImyNnX—-Y)#0 et Imyn U+#0,
n’appartient pas a Z,(f,, f{))-

3. Propriétés de I’homologie sectionnelle réduite. Nous montrons dans
ce paragraphe que ’homologie sectionnelle réduite satisfait aux propriétés
i1), iii), iv) au sens fort et faible, et v), mais pas a ii). Comme au dernier
paragraphe, on omettra l'indice k ainsi que les expressions “k-fois
différentiable” et “de classe C*”.

i1) Suite longue d’homologie sectionnelle relative réduite. Cette suite existe
mais n’est pas toujours exacte. Elle ne provient pas d’une suite exacte
courte puisque I’homologie sectionnelle réduite n’est pas définie par un
complexe de chaines. Soit (f, f’; g) un diagramme. Le morphisme

Jo(s [ 8) = (s 15 8) X 1y

induit, selon le paragraphe 2 propriété ii), le morphisme (jj), de la suite
exacte d’homologie sectionnelle non-réduite associée a (f, f”; g) dans celle
associée a (f, f7; g) X Ig:

8 J — 0x "
- H () - »H,(f [ 8y Hy () -

2) o (jo l( jobs l( o«

X 1 X1 . 3
S X IR)__{f_“l*»H‘,(fX |R).”__L)‘>Hq<(f. I8 X 1R) g Hy(f X 1g)

e H ()

Le diagramme étant commutatif, les homomorphismes de la suite exacte
du bas appliquent les diverses images de ()« les unes dans les autres. On
peut donc définir gy, ji, et d4, par les restrictions de (g X 1)« (J X 1)«
et 34 a Hy,(f"), Hy,(f) et H,,(f, f'; g) respectivement; on obtient ainsi la
suite longue d’homologie sectionnelle relative réduite.

Puisque, dans le diagramime (2), 1a suite du bas est exacte, le composé de
deux homomorphismes successifs est nul. Il en est donc de méme dans la
suite d’homologie sectionnelle réduite. Par ailleurs, dans celle-ci, il n’est
pas assuré que le noyau d’un homomorphisme soit inclus dans I'image de
I’homomorphisme précédent. On peut formuler une condition suffisante
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simple pour I’exactitude de la suite d’homologie sectionnelle réduite de
(f, f'; g) en un groupe quelconque G, de cette suite. Notons G le groupe
correspondant en homologie sectionnelle non-réduite. Pour que la suite
d’homologie sectionnelle réduite de (f, f’; g) soit exacte en G,, il suffit que
dans le diagramme (2), I'homomorphisme (j,). dont la domaine est le
groupe précédant immédiatement G soit surjectif, ou que I’homomor-
phisme (i)« dont le domaine est le groupe suivant immédiatement G soit
injectif.

Comme au paragraphe 2, la propriété iii) est évidente.

1v) L’homologie sectionnelle réduite est invariante par homotopie aux sens
fort et faible. 11 est suffisant de démontrer I'invariance par homotopie au
sens faible. Soient

ho, hy:(f, 15 8) — (i f35 &)

deux morphismes homotopes au sens faible et

F = (F, Fy, Fg, Ky):(fy, f:8) X Ig = 1 135 &)

I’homotopie faible. Définissons un morphisme
Fp = (Fg» Frp By FRY)3(f1, fis8) X g = (fr fi: 8) X g

par: Fpj, = j,Fj, quel que soit ¢+ € R. Ceci détermine completement Fy. 11
n’est pas difficile de voir que FRA et Fp, sont des plongements puisque F;
et Fy sont des isotopies. Ainsi Fp est un morphisme réalisant une
homotopie forte entre

Joho et jihy:(f1, £ 8) = (o f3: 8) X Mg
Donc

(j())*(ho)* = (jl)*(hl)*
d’ott
o)xlhp)x = (o)«(h)x,
ce qui conduit, par la commutativité de (1), a (hy)s, = (h))x,-

v) L’homologie sectionnelle réduite vérifie la propriété d’excision. Etablis-
sons en premier lieu I'invariance par subdivision barycentrique de cette
homologie. Commengons par le cas absolu.

Soit f:X — A un diagramme de 2 et notons x:C(f) — C(f) 'opérateur
de subdivision barycentrique dont la définition explicite suit un peu plus
bas. On va construire une homotopie

A:C(f) = C(f X 1p)

entre jox, jo:C(f) — C(f X 1g) en adaptant le modele de la preuve
classique.
Soit L(4,) le complexe de chaines défini au paragraphe 2, iv. a). Dé-
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signons par W e A, le barycentre de I'image d’un simplexe A de L)),
et par

C.\':Ll(Aq) - Ll+ I(Aq)

I’homomorphisme associant a toute chaine ¢ de L,(Aq) le cone linéaire de
sommet x € Aq et de base ¢. L’opérateur de subdivision barycentrique

x"L(@A,) = L&)

est alors défini inductivement sur un simplexe A de L;(A,) par:
DXG = ligay 1) XA = CAx;— 9.

Désignant par
j(I)‘:Aq — A, X R

I'identification de A, a A, X {0}, les homomorphismes
Af:L(D,) = Liy (A, X R)

définis par:
AL . iy AL L L L L
DAy =0; i) Ay = Cpry(Uox™ — Jo — A1),

réalisent une homotopie Al entre j{)‘xl‘ et j(I)
Le morphisme x:C(f) — C(f) et 'homotopie

A:C(f) = C(f X 1)
s’expriment alors sur (o, v) € Sq(f) par
X, 1) = (0. N0 (1a))
A0, 7) = (0 X g, v X Tp)(Ag(1y))-
Ainsi, quel que soit le simplexe (o, ) € S (/f), il vient:
Jo(@. ) = (0 X gy X 1R)(g(1a ) ).
Jox(@.7) = (0 X gy X 1)(Uox"(15)).
Ao, y) = (0 X 1g, ¥ X 1)(A"(1y)).
et I’égalité
A = jox — Jo — Ad
est une conséquence immédiate de I'égalité analogue dans L(A)).
Etendons ces définitions au cas relatif. Soit (f, f’; g) un diagramme de 2

et notons Xz, X, Ay A les morphismes et homotopies sur C(f)et C(f.
On définit '

x:C(f, [, 8) = C(f, f'5 8) et
A:C(f, f7:8) = C((f. [ 8) X 1)
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par
x(x @ y) = xp(x) @ xp(y)
Ax @ y) = Ar(x) © (—Ap(»)).

La preuve donnant A comme homotopie entre j,x et j, est en tous points
paralléle a celle établie a la fin du paragraphe 2, iv. a). De cette homotopie
résulte que

Jo X Jo, Hu(f, [75 8) = Hi(f, [75 8) X 1p)

sont identiques.
Définissons enfin

XxriHa (f, 75 8) = Ho (S [75 8)

de la facon habituelle: le diagramme commutatif suivant

Xx
Hy(f, "5 8) » H.(f, ['; 8)
Jo, Jo,
HA((f, /' 8) X 1) H((f. /72 8) X 1g)

permet de définir x,, comme restriction du morphisme x, du bas a
H,, (f, f7; g). Légalité (Jo)sxx = (jo)+ entraine le premier résultat
cherché: x,, = 1.

Soient (fy, f{,) une excision de (f, f”) et j:(fy, f,) — (/. f’) Vinclusion.
Nous devons montrer que le morphisme j,, du diagramme commutatif
suivant est un isomorphisme:

Hofu f0) S > 1 [

\ Jo.
3) . (U X 1) Jo.

Ho((fus [1) X 1g) ———-H((f. [") X 1)

. Jxr
He (fun f1) > H,, (f. )

On considérera ces homologies, selon une remarque du premier
paragraphe, comme homologies de quotients de complexes:

H(fy» 1) = HACU)/CUL)), - -

Or, (3) étant commutatif, il suffit, pour que j,, soit surjectif, que le
composé

Go)sJs:Hu(fy, 1) = Hi (f [
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le soit également. Soient g € H,(f, /') quelconque et z € Z, (f, f') tel
que (jo)«([z]) = g. Notons 2 e C,( /) un représentant quelconque de z,
et soit enfin (o, y) un simplexe de 2 z L’ensemble iX U, int Y} formant
un recouvrement ouvert de X, {y (X U), vy~ '(int Y) } P'est également
de A, Désignant par § un nombre de Lebesgue de ce dernier
recouvrement, on peut choisir p(o, y) € N tel que I'image de chaque
simplexe de la chaine x*(°Y(1 A) soit incluse dans une boule de rayon 6.
Ainsi, quel que soit

(@, 7) € X", v),

onalmy € X — Uoulmy C int Y. Posons

p = max_ u(o, ).
(o) €2

Alors x*(z) € Z,(f, /') et il existe un représentant Qﬂ € C,(f) de x(z)
tel que

Imy c X - U

A

quel que soit (o, ') € Z,. On en déduit qu’il existe z;, € Z (fU, /i) tel
que j(zy) = xMz), et il v1ent

Jo xllzyl) = jo,(Lizyl) = jo x5(12]) = jo ([2]) = g
car
(j())*Xi = (Jo)s-
Donc (jjy)«Jj« est surjectif, et j,, 'est également.
Injectivité de jy,. Soit g € qu(fU, f{)) tel que j,,(g) = 0. Notons z un
élément de Z (fy, f{)) tel que
Uo)x(lz]) = &
le fait que jy,(g) soit nul signifie que
Uo)xx([2]) = 0,
c’est-a-dire que [jjj(z)] = 0. Il existe donc
¢ € Cpp ) (f X 1)/ Cpyy(f7 X 1)
tel que dc = jj(z). Puisque

{(X — 0) X R,int Y X R}
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est un recouvrement ouvert de X X R, il existe p € N tel que
x'(e) = j X Ig(ey),

ou
cy € Coi(fy X 1R}/ Cpp (f X 1p).

Il vient alors
a(j X Ig)ey) = 9x™(c)

X0J(2) = Joix*(z) = j X Ig(px"(2) ).

J X 1g(0cyy)

Enfin, le morphisme de complexes de chaines j X lg est injectif, et
I’égalité

J X 1gQAcy) = j X 1g(jox*(z) )
équivaut a

dey = Jox"(2).
Donc

(Uo)xi([z]) =0,

ce qui exprime que (j)«([z]) = g = 0.

4. Degré sectionnel. Soit f:X — A un k-diagramme, 0 = k = co. On
définit les morphismes p, et p, du diagramme commutatif suivant

C(f

2N

CA) =~ C(X)

par py(0, Y) = o et py(0, Y) = v. Pour tout k-diagramme (f, f”; g), on a
alors le diagramme commutatif

CU S5 e

D 12
@
/) C(X, Y; gy)

C(A4, B; gp) -—
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ou C(A, B; gg) et C(X, Y; gy) sont les “mapping cone” des applications
gp et gy respectivement, notés C(gp) et C(gy) par Eilenberg et Steenrod
([2], p- 155), et ou les morphismes sont définis de la fagon évidente. Le
diagramme (4) induit alors des diagrammes correspondants en homologies
sectionnelles non-réduite et réduite.

Il est clair que p, et p, se comportent de maniére fonctorielle. On peut
décrire p, (et similairement p,) comme un foncteur de &, dans le catégorie
% dont les objets sont les applications continues gg:B — A d’un espace
topologique dans un autre, et les morphismes les diagrammes commuta-
tifs

Bl ‘>B2

d’applications continues. Les morphismes (p;), et (p;), induits par le
diagramme (4) sont alors des transformations naturelles des foncteurs

H,, H,,: 9, — %
dans le foncteur composé
Hp,:2, —> ¢— %

Soit f:X — A un k-diagramme ou A est une variété de classe ck
orientée, paracompacte et connexe de dimension n. Le degré sectionnel
k-fois différentiable de f ([8]) est 'ordre du groupe quotient

Hn(A )/lm(pl)n = Z/Im(pl)n
moins 1, ou

(pl)*:H*(f)k — H,(A4)

est le morphisme défini ci-dessus. On le note deg(f), € N U {oo}.
Remarquons que I'application (jj)x du diagramme suivant étant sur-
jective

(o)«
Hy(f), 0 > He, (/)

(P1)+ (P1)x,

Hy(A4)

le degré sectionnel est le méme que 'on utilise (p,;), ou (p,),, pour le
définir. Enfin, si 0 = kK’ = k, deg(f), est bien défini puisque f est a
fortiori un k’-diagramme, et I’on a:
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PropoSITION. Si deg(f), # 0, il n’existe pas de section de classe C*

de f.
PROPOSITION. Soient k' et k" tels que 0 = k' = k" = k. Alors
deg(f )y = deg(f)y et deg(f) = deg, /,

ou deg, f est le degré classique:

H,(A)/Im(H, (X) Ly H,(A4))

\

1.

La démonstration de la premiére proposition est immédiate. Pour la
seconde, il suffit de remarquer que les deux diagrammes suivants

. (P2«
H, () — H, (i H.(y »11,(X)
u\‘ ,/m » (p\ /
II,,(A ) II,,(A )

sont commutatifs. Les premiére et seconde inégalités se déduisent des
premier et second diagrammes.

Le degré sectionnel permet de tenir compte de la topologie des
singularités d’une application donnée. Il fournit des obstructions fines
pour l’existence de sections (prolongeant une section donnée) d’une
application continue ou différentiable, probléme pour lequel le degré
classique est inapproprié. Les quelques exemples tres simples qui suivent
peuvent en donner un apergu.

a) Soient f,, f5, f:S' — S' les projections de classe C* suivantes:

o o

3

D

PP

ou f, applique le segment AB sur P, f, le point critique 4 sur P, et f; les
points critiques 4 et B sur P et P’ respectivement. Le degré classique, nul
dans les trois cas, ne donne aucune obstruction a une section. Par ailleurs,
deg(f)), = oo pour tout 0 = k = oo, indiquant qu’il n’existe aucune
section continue ou différentiable de f;
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deg(fy)y = deg(f3)y = 0

et il existe effectivement une section continue de f, (mais non de f3), alors
“que

deg(fy), = deg(f;), = oo pour tout 1 = k = oo

montrant qu’il n’existe aucune section différentiable de f, ou f;.

b) Le degré sectionnel de I'application f considérée a I’exemple c),
paragraphe 1, est infini car H,,(f), = 0, alors que le degré classique est
nul.

¢) La définition du degré sectionnel peut étre étendue au cas relatif.
C’est le cas notamment lorsqu’on considere les sections globales d’une
application f:X — A ou 4 est une variété a bord, ou lorsque I’on cherche
les sections globales d’une application f:X — A prolongeant une section
donnée sur une sous-variété de A de codimension 1. Ainsi, dans I'’exemple
b), paragraphe 1,

deg(f, fix

Hy(4, AO)/Im(le(f, Jixk P H\(4, Ay) )

quels que soient m et k = 1, indiquant qu’il n’existe pas de section
différentiable globale de f.

-1 =00
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