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SUR DES CLASSES DE FONCTIONS ANALYTIQUES DANS
LE DISQUE ET INDEFINIMENT DERIVABLES A LA
FRONTIERE

A.-M. CHOLLET

Introduction. On note D le disque unité ouvert du plan complexe, D le
disque fermé et T I'ensemble des réels modulo 2.

Soit (IV,).zo une suite de réels positifs; on désigne par {N,}* la classe des
fonctions f, analytiques dans D, continues ainsi que toutes leurs dérivées dans
D, qui vérifient la propriété suivante: il existe des constantes 4, et M, telles
que pour tout z dans D et tout entier # positif ou nul | f ®(z)| < M4 /'N,.

On s’intéresse & deux problémes, concernant le comportement de ces fonc-
tions a la frontiere:

Si la classe {NV,}* est non quasi-analytique, c’est-a-dire s'il existe une fonc-
tion de la classe, non identiquement nulle, qui s’annule en un point ainsi que
toutes ses dérivées, existe-t-il une fonction de la classe, non identiquement
nulle, qui s’annule sur un ensemble infini ainsi que toutes ses dérivées?

Existe-t-il dans une classe { N} * non quasi-analytique des fonctions f admet-
tant un facteur singulier non constant, c’est-a-dire telle que dans la décomposi-
tion canonique f = BSF, S différe d’une constante?

Dans une premiére partie, on précise les hypothéses faites sur la suite
(NV)az0 et on démontre que dans le cadre considéré, la partie extérieure d'une
fonction de {V,}* appartient & {N,}*.

La deuxiéme et la troisiéme parties sont consacrées a la démonstration du
résultat suivant (Théorémes 1 et 2):

Si la classe {n!M,}* est non-quasi analytique, il existe un sous-ensemble E
de T, parfait de mesure nulle ayant la propriété suivante:

(a) il existe une fonction f, non identiquement nulle, dans la classe {M,,}*
s’annulant sur E, ainsi, évidemment, que toutes ses dérivées;

(b) toute mesure singuliére positive, dont le support est contenu dans E,
est la mesure associée au facteur singulier d’une fonction de { M,,}*.

Dans le cas des classes de Gevrey {n?™}*, on déduira de ce résultat que la
non quasi-analyticité de la classe équivaut a 'existence de fonctions dans la
classe admettant des facteurs singuliers. Ceci compléte une remarque de
Korenblyum [5]. De plus, si on note (/,),=: les longueurs des intervalles
contigus & E, sous-ensemble fermé de mesure nulle de T, on montrera que la
condition

LT <o, 0<a<l,
y=1

Regu le 4 aofit, 1972 et sous forme revisée, le 17 octobre, 1972.
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est suffisante pour que toute mesure positive de support contenu dans E soit
la mesure associée au facteur singulier d’une fonction de {n2%/e}+,

Premiere partie

1. On note

D le disque ouvert {z € C:|z| < 1}

D le disque fermé {z € C:|z] < 1}

T T'ensemble des réels modulo 27 que 'on identifiera librement tant6t A la

frontiére de D, tantdt & un intervalle réel [a, a + 2r[.

A® (D) la classe des fonctions analytiques dans D dont toutes les dérivées

sont continues dans D.

Soit (V,) une suite de réels positifs. On désigne par {N,}* la classe des fonc-
tions f de A= (D) qui ont la propriété suivante: il existe des constantes M, et A,
telles que pour tout z dans D et tout entier n positif ou nul | f @ (3)| £ M A !N,.

Pour une fonction de {N,}*, on convient de noter f(8) = f(e%). On vérifie,
par exemple par 'intermédiaire des développements de Fourier et des normes
quadratiques, que, pour une constante absolue C convenable, on a:

sup [F*70(0)] = C" sup £ (2)]
et
sup |/ @)] = Csup [ 0)].

On note Cp(V,) la classe des fonctions /' indéfiniment dérivables sur T qui
vérifient la propriété suivante: il existe des constantes My et A telles que
pour tout 8 de T et tout entier » positif ou nul |[F® (6)| £ MpAFN,.

Sous I'hypothése de stabilité de la classe Cy(IV,), précisée plus loin, {N,}+
s’'identifie & 'ensemble des fonctions de Cy(V,) dont les coefficients de Fourier
sur les entiers négatifs sont nuls.

On dit que la classe Cy(N,,) est non quasi-analytique s'il existe une fonction
dans la classe non identiquement nulle qui s’annule en un point de T ainsi que
toutes ses dérivées.

On dit que la classe {N,}* est non quasi-analytique s'il existe une fonction
dans la classe, non identiquement nulle, qui s’annule en un point de D ainsi
que toutes ses dérivées.

On sait que la classe { N,,}* est non quasi-analytique si et seulement si la classe
Cr(\V/N,) est non quast-analytique [3].

Dans tout ce qui suit, on fera sur la classe {NV,}* les hypothéses suivantes:

(i) La suite (IV,)xz0 est logarithmiquement convexe et Ny = 1.
(ii) La classe C(IV,) est stable par dérivation, c’est-d-dire, il existe une
constante K telle que

(L1) (Nn+1

1/n
—]\7—) = K pour tout # positif.

https://doi.org/10.4153/CJM-1973-136-3 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1973-136-3

FONCTIONS ANALYTIQUES 1297

(iii) La classe {N,}* est non quasi-analytique, c’est-a-dire, les propriétés
équivalentes suivantes sont vérifiées pour tout # positif:

© N 1/2
()
( ) Z1 Nn+1 < @

(1.3) ) (E\l;;)l/zn < .

1
Remarque. Les suites n**, n?"(log n)?", p > 2 vérifient ces hypothéses.
On utilisera donc dans la suite les inégalités suivantes que 1'on supposera
vérifiées pour tout entier # positif

N, \'? 1
n < -
(1.4) (N,,+1) Suri
1 1
— = S .
(15) (Nn)l/un = ’
(1.6) N, = n™

2. ProposITION 1. La partie extérieure d'une fonction de {N,}+ appartient a
{Va} .

Toute fonction f de 4*(D) s’écrit de fagon unique comme le produit d’une
fonction intérieure I et d'une fonction extérieure F. Si f appartient & 4 (D),
F appartient & A*(D) [6]. On adapte la démonstration de cette derniére
propriété en usant de techniques classiques [4].

Posons

(2.1) F(e) = 3 ce™.

n=0
On a presque partout sur D, F(e®) = f(e®)I(e*?). De 13, si f(z) = Y Gai* et
I(z) = > 5bs’

Cp = Z akzl:'n,-

k=n

Soit, puisque I est bornée par 1, |5, < 1 pour tout j et

22) ol = 3 ol

f appartient & {N,}*, on a donc | f ® (8)| £ M A"N,; si on note
v

(2.3) () = sup ff

on a pour tout k supérieur ou égal 3 1 |ax| = M/7(k/A4).
On supposera dans la suite M = 1.
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On a donc quels que soient les entiers & et p

et d’aprés (2.2)

A" Np+2 Z

Icn| n? ~ k' .

D’aprés I'hypothése (ii) sur la suite N,, il existe une constante C ne dé-
pendant que de la suite telle que pour tout p

Ny2 < C° N,.

De 1a quels que soient le entiers 7 et p

lea| = kAH?Cp]l,f avec A\ = Z _13
n k
Donc
1
< 2___ -
(2.4) CAERY e i)

Si les coefficients de Fourier de F satisfont une telle inégalité F appartient a
{N,}*. En effet, d’aprés (2.1) et (2.4)

OYRINEP RS
|[F™ (e )]=; lee|B* < AA? Z (k/CA)
Mais on a
1 An+2C7L+2
< :
Th/CA) = frr DN

De 13, en utilisant & nouveau 'hypothése (ii) sur N,
(2.5) |F® (ei)| < B D* N,
avec B = A2C2\? et D = AC2

F vérifie (2.5), appartient & 4*(D) donc & {N,}*.

3. On suppose dans tout ce qui suit
3.1) N, = n!M,

oll M, est une suite logarithmiquément convexe.
On déduit de (1.4), (1.5), (1.6) et (3.1) que, pour tout entier # positif, on a

M, 1
82) Mia = n+1’
1 1
- - <.
(3'3) (Mn)l/n = n )
(3.4) M, = n"

https://doi.org/10.4153/CJM-1973-136-3 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1973-136-3

FONCTIONS ANALYTIQUES 1299

La classe {N,,}* est non quasi-analytique, il existe donc une fonction f dans la
classe, non identiquement nulle, s’annulant en un point de 4D, frontiére de D,
ainsi que toutes ses dérivées.

PropoSITION 2. Sott f une fonction de {n!M,}+, non identiquement nulle, telle
que pour tout entier n positif ou nul, f ™ (e**) = 0 et sup.es |f @ (2)| < A" n!M,.
Alors, pour tout entier n positif ou nul, si |0 — a| = (1/24) M,/ My, on @

n!

£ = g orra A = aly
ott on note T (r) = supy "/ M.

Etant donné #, pour tout entier p positif ou nul, on a

5P e < L =gt al* 472 n 4 py101,,

ou encore

n /i 6 — al?t" A" Mty
If()(e O)I < [\0 _a(lln ("’ _;'P) +

(n + p)! £ n! p! 2™ pour tout couple d’entiers # et p

. n!
17| < 7=t QAY*?|9 — a|"" M,

Soit u, = (24)"?)60 — a[**? M,

= 2410 — af "+‘.
Uo

Si ui/ug £ 1, c'est-a-dire si |0 — a| = (1/2A)M,1/M,L+1
inf (24)"*?|0 — a|"*?M,y, = inf (24)*|0 — a|"M,.
=0 k=0

Sidonc |0 — a| = (1/24) M,/ M1

1
a| T(1/2416 — a|)*

PROPOSITION 3. Dans toute classe {n!M,}* non quasi-analytique, il existe une
fonction extérieure F et il existe une constante D telles que
(a) Pour tout entier n positif ou nul on aut

|f(n)(e10)! |

(3.5) sup |F™ (%) < D"n!M,
6T
(3.6) F® (1) = 0.
(b) Pour tout entier n positif ou nul si || = (1/2D)M, /M, 1 on ait

n!

D D1 = rrazzen
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La Proposition 3 se déduit des propositions 1 et 2. Puisque la classe {n!M,}*
est non quasi-analytique il existe une fonction f dans la classe non identique-
ment nulle s’annulant au point 1 de 4D ainsi que toutes ses dérivées, et il
existe une constante 4 telles que 'on ait | f ™ (z)| < A™n!M,; alors, F étant la
partie extérieure de f, |F™(z)| < BD"n!M, d’aprés (2.5).

On a de plus F® (1) = 0 pour tout . En effet, f(z) (z— 1) =1(z)F(z) (z —1)"
et donc
(3.8) | fle®)][e®® — 1| = [F(e®)[[e” — 17"

Or pour une fonction f de A* (D), les propositions suivantes sont équivalentes:

(a) pour tout n, f ™ (1) = 0.

(b) pour tout #, f(e*) (e* — 1)~ tend vers 0 lorsque 8 tend vers 0.

D’aprés (3.8), F s’annule donc ainsi que toutes ses dérivées au point 1. De 13,
quitte a diviser F(e*) par B, on a la Proposition 3.

Deuxieme partie

On se pose ici le probléme suivant:

Etant donnée une classe {N,}* non quasi-analytique, existe-t-il dans la
classe une fonction, non identiquement nulle, qui s’annule ainsi que toutes ses
dérivées sur un ensemble infini?

La réponse est affirmative pour les classes {n*"}+, p > 2 [1].
On retrouve ici ce résultat et on obtient la méme conclusion pour les classes
n2"(log )™, n**(log n)* (log log »n)™, p > 4.

THEOREME 1. Si la classe {n!M,}* est non quasi-analytique, il existe un sous-
ensemble E parfait de mesure nulle de T sur lequel s’annule une fonction G de
{ My}t non identiquement nulle. La fonction G vérifie de plus la propriété suivante
(P): 1l existe une constante K telle que pour tout emtier n positif ou nul, si
d(ev E) é Mn/Mn+lv on ait

Kﬂ.
a6, E)"T[1/d (6, E)]
ou d0, E) désigne la distance de 0 & E et T (r) est défini dans la Proposition 2.

Démonstration du Théoréme 1. Nous allons d’abord, quitte & changer M, en
(4D)"M,, supposer que dans la Proposition 3 on a D = 1/4. Il existe donc une
fonction extérieure F de {n!M,}* vérifiant:

(a) Pour tout entier # positif ou nul

6™ ()] =

(4.1) sup [F®(e")| £ (1)"n!M,
e
(4.2) F™(1) = 0.
(b) Pour tout entier % positif ou nul
. Mn (n) i0 n.
< D L L B—
4.3) si 0] = Mo ona |[F" (") = BT
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Notons F = exp ¢, on a |F(z)| = exp [Re ¢(2)] < 1 d’aprés (4.1).
On sait de plus que

2 2

log |F(e™)|do = Re o(e™)dd > —c0.
0

La fonction Re ¢ est négative, intégrable et tend vers —o0 lorsque 6 tend
vers 0; il existe donc une suite {e,},>1 tendant vers 0 en décroissant telle que

4.4) g ‘I:y [Re ¢(e”) + Re o' ")]dg > —o0.

On peut remarquer que ceci implique

> e log T(él) < .

=1
On a en effet pour tout 6 de T et pour tout z
|F(e')| < M,|6"]
soit
[F(e*)] = 1/T(1/18]).

D’ou (4.5) Re ¢(e?®) = — log T°(1//6]).
(4.4) et (4.5) impliquent

> f ’ log T(L)dﬁ <00,
=1 0 [01

T'(r) est une fonction croissante de 7. On a donc

[

> & log ](el) < 0.

v=1

Lorsque ¢, tend vers 0, 7'(1/e,) tend vers 4+ et I'on a

)

Z €, < 00,

v=1

Quitte & modifier les premiers termes de la série, on peut supposer > s—ie, = 2.
Il existe donc un ensemble E fermé de mesure nulle de 7" tel que si on note
T\E = Uf%la,, b,[, on ait b, — a, = .
Pour un bon choix des a,, E est un ensemble parfait.
En effet, on peut, on peut enumérer les rationnels de [0, 1] sous la forme
71,72, . « 4 ¥y, . . . €L S1 ON pOSE
a, = Z e et b,=a,+e

u,'r“<r,

les intervalles ]a,, b,[ sont les intervalles contigus & un parfait de mesure nulle.
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A chaque intervalle ]a,, b,[ on associe la fonction extérieure défine par
F,(z) = F(ze=%) - F(ze=™)

ou F vérifie (4.1), (4.2), (4.3).
La suite (n!M,) est logarithmiquement convexe, M, = 1, on a donc

(4.6) |F,™ (et)| < (1/2)" n!M, pour tout 6 de T et tout entier n

4.7) F,® (e*) = F,™ (™) = 0 pour tout 7.
Posons F,(z) = exp ¢,(2).
On a donc

(4.8) er(e™) = @ (') + p(e'=V).

Soit # la fonction, négative, définie presque partout sur dD par:
(4.9) u(e®) = Re ¢,(e™) si x appartient 4 la,, b,[.
On a d’aprés (4.4)

27
f uw(e®)dx > —o0.
0
En effet

2T o by . .
f u(eir)dsz Z f‘ [Re qD(el(:c—a,,)) + Re (p(ez(z-by))]dx
JO r=1 a,

- X f [Re ¢(e*) + Re o))t > —oo.
Soit ¢ la fonction définie par

9 .
1 wezr_]_z 0
™

(4.10) ¥(2) = 5 e (e™)dx, 7z =re
Z 0 —

u est de classe C” sur aD\e_”’, intégrable sur le cercle; donc ¢ est analytique
dans D, de classe C* dans D\e*Z. De 13, d’aprés (4.9)
(4.11) Re ¢ (e?) = u(e’®) = Re ¢,(e?)
si § appartient a ]a,, b,[.
Soit G(z) = exp ¥ (z).
On se propose de prouver que G appartient & { M,}* et s’annule sur E ainsi
que toutes ses dérivées.
Pour cela, on établira successivement les propositions suivantes:
(1) il existe une constante K telle que pour tout entier # et tout 6 dans le
complémentaire de E
IG® (e)| = K* Mo,
(2) si 6y est un point de E
lim G (¢*) = 0,
6560

6 dans le complémentaire de E.
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(1) Soit 6 un point du complémentaire de E; 6 appartient a un intervalle
contigu & E, 0 dans Ja,, b,[ par exemple.

On a
(4.12) G=¢ =¢9¢-¢»r=H,-F,
ol on note H, = et—ov,

Re (¢ — ¢,)(e®*) = 0 si x appartient a ]a,, b,[ d’aprés (4.11) donc
(4.13) |H,(e*)| = 1 si x appartient 2 Ja,, b,[.
Ainsi, si z = e

2
1rir+z

6 —

¥ = )6 = 5 2 (Re ¥ — Re p,) (*)dx

2T iz
e

W= e)?) = (= 1) T Je @ (Re ¢ — Re ¢,) (¢™)dx

! iz
= )" @) = <—1>’°% f o i Re v — Reg) (i,
D’oti
03 ' 1 iz
=)@ =% [ o (Rt + [Re o) )as.

le®* — z| = d(6, E)/7 si on pose d(9, E) = inf (6 — a,, b, — 0).
Soit
2w

(¥ — e)®P)| < k!(mt’%—)m . (Rey[ + [Ree,[)(e*)dx.

L’intégrale figurant dans le membre de droite de cette inégalité est majorée
par une constante indépendante de ». En effet Re ¢, est négative

2

Re ¢,(e”)dx = log |F,(0)| = log [F(0)[*,
et Re ¢ est négative et intégrable d’aprés (4.11), (4.8) et (4.4).
De la

(4.14) 0 — )P )] < & m%r

On rapelle une formule de Fa di Bruno donnant la dérivée kiéme d’une fonc-
tion F = gof [1]

W) e -ny CUAS Jralfrel . [fae]

Jp

ol J, désigne 'ensemble des k-uples j = (ji, js, - . . Ji) tels que
i+ 2+ ...t ki=k s+t ... =P
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avec Y 5.6,.; = CiZ1 ol C'=1 désigne le coefficient du binéme
(k=1 -1k —p)

On applique (4.15) a H, = exp (¢ — ¢,) au point ¢ avec g(t) = exp ¢ et
f@) = @ — ¢) ().
On a d’aprés (4.13) et (4.14)

]H(k)(ew)] < p! EI: _1_ Z c .i,
’ ST A S A6, By
Soit
@) (10 1
Si
1 1 1/d(6,8) X
;i—(mék,alors,mze <é
pour tout p.
On a donc
k
W (0 <y (2Be)
[H,™ ()] = k'd((),E)k'

Si 1/d®6, E) = k alors 1/d(8, E) = p pour tout p vérifiant 1 < p < k.
On a donc 1/p'd(9, E)? = 1/kld (8, E)* et |H,® (¢'®| < (2B)*/d (9, E)*.
On a donc pour tout k:

(4.16) |H,® (e®®)| £ C*k!/d(0, E)* sil/d(6, E) <k
: |H,® (et)| < C*1/d(6, E)** si1/d(6,E) =k
C = 2Be ne dépend ni de 6, ni de ».

Par ailleurs, d’aprés (4.6), (4.7) et la Proposition 2, la fonction F, = e¢»
vérifie pour tout k:

]F,,(k) ()| £ k!M, pour tout 6
(4 17) (k) i0 < k' 1 > Mk+1
e = G By TIae, Bl a6, 5 2

On utilise (4.16) et (4.17) pour majorer la dérivée niéme de G au point
e’ 0 dans Ja,, b,[ sachant que G s'écrit alors

G=H,-F,
IG(n) (eiﬂ)l < Z anIFu(k) (eiﬂ)l ,H,,(n_k) (eio),'
k=0
On se propose d’établir que pour tout & tel que 0 < k < #
(4.18) |F,® (&) ||H,® ()| < C*"My,.

On note d = d(9, E) = inf [(6 — a,), (b, — 0)]. Les expressions 3 majorer
sont de quatre types.
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Si

(4.19) 1/d £ Myyy/ My,

on doit alors majorer

soit kIM;/d*™® sil/d z2n —k
soit k! My(n — k)!/d™® sil/d < n — k.
De I'hypothése (4.19) on peut déduire que
Myd* £ My di 1 < ... = M,d~

On a alors:
dans le premier cas

EIM, k!
Fn——% = i, (M,)*

IIA

(Mn) ? é ]l[?n

car M, = k! pour tout & d’aprés (3.4)
dans le deuxiéme cas, d’aprés (3.4) également,

M’ﬁ%_k;@ < nlM,.
Si
(4.20) 1/d =z M1/ My,
on doit alors majorer
k! 1

Par définition de T, on a
1/d*T(1/d) = M,.
De I’hypothése (4.20), on déduit que

kld¥ < 1.
En effet,

1/d =2 My.1/M, = k d’aprés (3.2).
Ainsi, on a dans le premier cas

k! 1

k 1) 2(n—Fk) 2n (1)
dT(d d a'T P

I\

é M2n
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et dans le deuxiéme cas

o)

Ainsi pour tout entier # et tout 6 dans Ja,, b,[
(4.21) |G™ ()] = (2C)"My,.

De 14 (4.21) vaut pour tout 6 dans le complémentaire de E.

G = exp ¢ est de classe C* dans D\e*” d’aprés la définition de ¢ en (4.10),
s’annule exactement sur E et vérifie (4.21) pour tout 6 dans le complémentaire
de E.

(2) Il reste & prouver que si 8, est un point de E, on a, pour tout z

lim G (") = 0,
660
# dans le complémentaire de E.

Pour tout entier #, si § appartient au complémentaire de E, 6 dans Ju,, b,[

par exemple si 1/d(0, E) =2 M,./M,, on a

(20)"

2| L
6, F) T(d(e, E))

En effet, si 1/d(¢, E) = M,../M,, on a pour tout k compris entre 0 et #,
1/d(6, E) = My /M, et 1/d(0, E) = n — k; on est donc dans I'hypothése
(4.20), premier cas.

D’ou

(4.22) G™ ()] =

Cﬂ

a, E)2"T(;i—(5ylf))

[F,,(k) (eiﬂ) l [H,,(n_k) (eio) ] <

ce qui établit (4.22).

Soit (6;) =1, une suite de points du complémentaire de E, tendant vers 6,
un point de E.

Si, & partir d’un certain rang, tous les points de cette suite appartiennent
au méme intervalle contigu ]a,, b,[ c’est-a-dire si 6; tend vers a, par exemple,
on a d’apreés (4.22),

20"

(4.23)  |G™ (") = < (20)'Ms1d 85, E).

2n _ 1
46, E)"1 (dwj, )
Donc

lim  |G™ (") =o0.

0ja,,0;,€T\E
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Sinon les §; appartiennent a des intervalles contigus dont les longueurs e,,
tendent vers 0. Mais, puisque d(8;, E) £ ¢,;, le résultat suit d’aprés (4.23).

On a ainsi

lim G (") = 0.
0;00,0;cT\E

Les valeurs au bord de G coincident presque partout avec une fonction de
classe C* sur T, nulle sur E, ainsi que toutes ses dérivées.

G appartient donc & 4”(D), s’annule sur E ainsi que toutes ses dérivées et
vérifie pour tout § dans T

IG® ()] = (2C)" M.

Ainsi G appartient a {Mg,}* et vérifie (4.22) ce qui établit le théoréme.

Pour éliminer 'hypothése D = 1/4, faite au début de la démonstration, on
observe que, si {n!M,}* est non quasi-analytique, il en est de méme d’une
certaine classe {n!M,*}*+avec (M,*/M,)'* = 0(1). On applique la Proposition 3
a la classe {n!M,*}* et on observe que, pour n assez grand, (4D*)"M,* < M,
et que T*(r) > T'(r).

En complément du Théoréme 1, on peut remarquer qu'il existe pour chaque
classe {n!M,}* non quasi-analytique une suite ¢, tendant vers 0 en décroissant,
satisfaisant >_,e, log T (1/e,) < 0, et telle que, pour tout sous-ensemble
fermé de mesure nulle de T, dont les longueurs /, des intervalles contigus
satisfont I, < e,, la conclusion subsiste.

Il suffit en effet que (4.4) ait lieu pour I, = ¢,. On conviendra de dire d’'un
tel ensemble qu’il est associé & {n!M,}+.

On ne sait pas, en général, si lorsque la classe {n!M,}* est non-quasi analyti-
que la condition ./, log T(1/1,) < o est suffisante pour que sur un sous-
ensemble fermé de mesure nulle de T s’annule une fonction de {M,,}* non
identiquement nulle ainsi que toutes ses dérivées. Le résultat est vrai pour les
classes { (n!)?}+, p > 2, [1] et {nle™}+, p > 1, [7]. En effet, dans [7], Taylor et
Williams caractérisent les sous-ensembles fermés de mesure nulle de T qui
sont les ensembles de zéros de {nle™}+, p > 1.

Troisieme partie

1. Toute fonction f de A®(D) s’écrit de fagon unique f/ = BSF ot B est un
produit de Blaschke, .S une fonction singuliére et F une fonction extérieure [2].

Définition. On dira qu'il existe dans une classe des fonctions admettant un
facteur singulier non constant, s'il existe dans la classe une fonction f = BSF
avec S non constante.

On notera p la mesure positive, singuliére par rapport a la mesure de Lebes-
gue, associée a .S

1 2r iz "
S =exp — 5= [ G dute).
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On peut remarquer que !'extistence dans une classe { N,}* de fonctions admel-
tant un facteur singulier non constant implique la non quasi analyticité de la
classe.

On sait, en effet, que si f = SF et S différe d'une constante, f et toutes ses
dérivées s’annulent sur le support de la mesure u associée a .S [6].

2. TuEOREME 2. Si la classe {n!M,}t est non quasi-analytique, il existe un
sous-ensemble E parfait de mesure nulle de ‘T, tel que toute mesure positive de
support contenu dans E soit la mesure associée au facteur singulier d'une fonction
de {MQ,,}"'.

Plus généralement, si E est un ensemble associé & {n!M,}*, toute mesure
positive de support contenu dans E est la mesure associée au facteur singulier
d’'une fonction de {M,,}*.

Le Théoréme 2 est une conséquence du Théoréme 1 et de la proposition
suivante:

ProrosITION 4. Soit E un sous-ensemble fermé de mesure nulle de T sur lequel
s'annule, ainsi que toutes ses dérivées, une fonction G non identiquement nulle de
{ Moy} t, vérifiant de plus la propriété (P) du Théoréme 1; alors, toute mesure
positive sur E est la mesure associée au facteur singulier d'une fonction de { M»,}+.

Démonstration de la proposition. Soit p une mesure positive dont le support
est contenu dans E; u est singuliére par rapport 4 la mesure de Lebesgue. Soit S
la fonction singuliére associée définie par

1 27reiz 2 i )
S(Z)=9XP—§; J; ;htzdu(e ), 2 =re

On note S(z) = exp [—f(2)].
On a alors, pour tout entier k supérieur ou égal a 1

1kl (7 e” i .
76 = 0T [T ), s =
Ainsi
k! du(e” ;
[f®@) < e ET%Z—RIC+1, —

Si 6 appartient au complémentaire de E
iz 1 1
e —z| == |x — 0| = =d(, E).
™ ™

On a donc, en supposant égale a 1, la masse totale de la mesure, pour tout 4
appartenant au complémentaire de E.

| f®(e*)| < kln*/d (6, E)*+1.

De 13, puisque |S(e**)| = 1, en tout point § du complémentaire de E, on a,
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en appliquant 2 S = exp (—f) la formule (4.15), comme dans la deuxiéme
partie:

(k) ¢ 6 Il—ll 1 _
|S ( )I = d(0 E)k Z Ck—lp!d(o’E)p'

Ainsi donc, il existe une constante C telle que I'on ait, pour tout entier k:

[ cw Cel . 1
ST =565 SamE) S*
(&) 10 ct 1 1
1S = i@, E)* %d, E) =k
et
“G(k) (ei")l < C"]IJQ,C pour tout 6 dans T
k
® iy < C 1 ]l[k+l
(5.1) G (™) = ) S 36 B =
2%
[d(@,E)] 1 (d(a E))

d’aprés les hypothéses faites sur G.
Soit F la fonction définie par

F(z) = G(2) - S(z)

F est analytique dans D, de classe C* dans D\e*®. On se propose d’établir que
F appartient & { M,,}*.

Les calculs se développent comme dans la démonstration du Théoréme 1,
mais ici la propriété (P) de G joue un rdle essentiel. Elle assurera au produit
de G, fonction de {M,,}*, par S, fonction singuliére, de rester dans la classe
{M2n}+'

Soit # un entier positif et § un point du complémentaire de E. On pose
d=d(@, E)

F(n) (eiO) — Z anG<k) (eio)S(n—k) (eiﬂ).
k=0

On va majorer le module de chacun des termes de la somme.

Si
(5.2) 1/d £ M1/ M,
on doit majorer

soit Mo /d2™® si1/d = (n — k)
soit Mop(n — R)!/a ™™ sil/d £ (n — k).
De ’hypothése (5.2), on tire
Mt = ... = Mad

soit 1/d** £ M,/M, d’ou 1/d2®® < (M,/M)?* £ M,/ My, car (M,/M;)? <
Mo,/ My, d’aprés 'hypothése de convexité faite sur la suite a; = log M. On a
bien, en effet 2(a, — ai) < a2, — axn.
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On a donc, dans le premier cas
Moy /@8 = Mo,
Dans le deuxiéme cas
Moy(n — k)I/d™ < My (n — k)2 < My, » Mowiy = Moy,
puisque 1/d < n — k, que M, vérifie (3.4) et est logarithmiquement convexe.
(53) Si 1/d = Mo/ M,

on doit majorer

. 1 .1
e =3y s> -
soit deT(l/d) R S1 4= (n — k)
. 1 (m—F)! .1 < _
soit FTAJd) d™P si g = (n — k).
On a dans le premier cas
1/a*7T(1/d) = M,

et dans le deuxiéme cas
(n — k)T (1/d) = n'M, = My,

car 1/d £ (n — k) entraine 1/d* < n!/(n — k).
Ainsi pour chacune des hypothéses (5.2) et (5.3) on a

|G® (e) H"=0) (e¥)| = C"Ms,.
D’oill, pour tout entier # et tout § dans le complémentaire de E
|F® (e9)] < (2C)" M.
De plus si d(6, E) = M,/ M, 11
|G® (e*) - H™P (e¥)| = 1/d*T(1/d) = Mauird.
De 13, comme dans la démonstration du Théoréme 1, on a

lim F™ (") = 0.

05600

Ainsi F appartient & { M,,}* ce qui achéve la démonstration du Théoréme 2.

3. Dansce paragraphe, on établit sur les classes de Gevrey {#?"}+ des résultats
plus complets.

PROPRIETE 5. La quasi analyticité de la classe {n?"}+ équivaut a I'absence dans
la classe de fonctions admettant des facteurs singuliers non constants.

On sait que la quasi-analyticité de la classe implique 1'absence dans la classe
de fonctions admettant des facteurs singuliers non constants.
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11 s’agit donc de montrer que s'il n’existe pas dans la classe {#”*}* de fonc-
tions admettant des facteurs singuliers non constants, la classe est quasi-
analytique.

Supposons donc {#”"}* non quasi-analytique, c’est-d-dire p > 2, p = 2/a
par exemple avec 0 < a < 1. Alors {n!M,}* = {n!n*=}*+ est encore non
quasi-analytique; mais, d’aprés le Théoréme 2, il existe dans la classe { M3}t =
{n?/«}+ des fonctions admettant des facteurs singuliers non constants, ce qui
est absurde et établit la propriété 5.

Si E est un sous-ensemble fermé de mesure nulle de T, on note /,, » = 1, les
longueurs des intervalles ]a,, b,[ contigus & E.

PROPRIETE 6. Soit E un sous-ensemble fermé de mesure nulle de T, tel que
LT <o, 0<a<l,
v=1

alors toute mesure positive de support contenu dans E est la mesure associée au
facteur singulier d'une fonction de {n*/=}+,

D’aprés la démonstration de la Proposition 4, il suffit de prouver que la
condition Y.5>;/,1~ < o assure l'existence d'une fonction extérieure G nulle
sur E ainsi que toutes ses dérivées telle que la propriété (P) soit vérifiée.
(Onaici M, = n"=).

Pour construire G on reprend la démonstration du Théoréme 1 en utilisant la
fonction F définie par

F(z) = exp [— (1 — 2)™] = exp ¢(2).
En effet F appartient & {n!M,}* [1] et s’annule au point 2 = 1. De plus si
x est un point de T\{0}, on a
le(e®)] = 11 — e[~ = /|xl~.
Ainsi, & chaque intervalle Ja,, b,[, on associe la fonction F, définie par
F,(z) = F(ze=™) - F(ze~™») = exp ¢,(2).
Alors la fonction définie presque partout sur T par
u(e*”®) = Re ¢,(e™)
si x appartient 4 ]a,, b,[, est intégrable sur T.
En effet,
u(e") = Re p(e'=49) + Re p(eio=47)
et

S wear =5 [T Reae s s 35 [ leiax.

Mais, d’apres (5.7)

21 f lo(e" ™) |dx < f ooy _a) dx =« 2 1, < 0.
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De 14 en suivant la démonstration du théoréme 1 on établit que G = exp ¢ ol
¥ est définie par

1 27‘-3”",_2 iz
o) = | S e,

™

satisfait aux hypothéses de la Proposition 4, ce qui achéve la démonstration.

Note adressée en cours d'épreuve: L’auteur donne dans [C.R. Acad. Sci. Paris
Sér. A-B. 276, (1973), 731-733] une condition suffisante pour que, sur un sous
ensemble fermé de mesure nulle de T, s’annule une fonction de {M,,}*, non
identiquement nulle, ainsi que toutes ses dérivées. Cette fonction vérifie la
propriété (P) du Théoréme 1.
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