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RESUME

L'introduction d'un systeme bonus-malus independant du montant des
sinistres en assurance automobile incite les assures a prendre eux-memes en
charge les frais resultant de petits sinistres. Nous analysons cette ,,soif du
bonus" et d6terminons la politique optimale de l'assure au moyen d'un algo-
rithme apparente a la programmation dynamique. La technique developpee
est ensuite appliquee au systeme beige.

SUMMARY

In motorcar insurance is widely used a merit rating system characterized
by the fact that only the number of claims occurred (and not their amount)
modifies the premium. This system induces the insured drivers to support
themselves the cost of the cheap claims. We analyze this "hunger for bonus"
and solve this decision problem by means of an algorithm related to dynamic
programming. The method is then applied to the Belgian bonus system.

§ i . INTRODUCTION

Les compagnies d'assurances europeennes utilisent de plus en
plus un systeme de personnalisation a posteriori des primes d'assu-
rance automobile responsabilite civile, populairement appele" sys-
teme bonus-malus. La prime annuelle paye"e par le proprietaire du
ve"hicule depend du nombre de sinistres survenus au cours des annees
pre"ce"dentes, mais non de leur montant; la compagnie accorde une
reduction ou bonus aux assures n'ayant declare aucun sinistre
entrainant des devours en responsabilite civile et penalise les
,,mauvais" conducteurs, ,,en tort" dans plusieurs accidents, en
imposant un malus. L'augmentation de prime resultant d'un acci-
dent peut Stre tres importante et ses effets se prolonger pendant
de nombreuses annees. Par exemple, en Suede, un seul accident
peut doubler la prime, et six annees consecutives sans sinistres sont
ensuite requises pour ramener la prime a son taux initial. II s'ensuit
evidemment une tendance assez marquee chez les assures a prendre
personnellement en charge les petits sinistres et a ne pas les declarer,
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182 SOIF DU BONUS

pour echapper a une remontee sur l'echelle des bonus. Cette ,,soif
du bonus" entraine une forte reduction de la frequence moyenne
des sinistres declares (une e"tude menee en Suisse a montre* une
diminution pouvant aller jusqu'a 30%). La strategic optimale de
l'assure" est assez difficile a determiner, car les sinistres futurs
doivent intervenir dans le raisonnement. Le probleme de decision
releve de la programmation dynamique en avenir ale"atoire a horizon
infini.

§ 2. FORMULATION DU PROBLEME DE DECISION

Une compagnie d'assurance utilise un systeme bonus-malus
lorsque:

1) l'ensemble des polices d'un groupe donne peut etre partitionne"
en un nombre fini de s classes Ci(i = 1, . . . , s) de telle maniere
que la prime annuelle ne de"pende que de la classe;

2) la classe a un moment donne" est de'termine'e univoquement par
la classe de la pe"riode prece"dente et le nombre de sinistres d£-
clare"s pendant la pe"riode.

Un tel systeme est determine par deux facteurs:

1) l'echelle des primes bi{i = i, . . . , s);
2) les regies de transition, c'est-a-dire les lois re"gissant le passage

d'une classe a l'autre lorsque le nombre de sinistres est connu.
Ces regies peuvent §tre presentees sous la forme de transforma-
tions Tk telles que Tk(i) = j : la police est transferee de Ct a Cj
si k sinistres ont ê e" declares.

ConsideYons un assure, venant de provoquer un accident de
montant x, a un instant t de la pe"riode prise comme unite* de temps
(0 < t < 1). Designons par

{pk(\) \ k = 0, 1, . . . }

la distribution du nombre d'accidents par periode de l'assure\ ou X
est sa frequence moyenne des sinistres. Nous supposons le processus
homogene, c'est-a-dire X inddpendante du temps.

Nous allons definir une politique de Tassure" par un vecteur

X = (Xl, . . . , X i , . . . , X S )
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ou Xi est la limite de retention pour d; les frais de tout accident de
montant inferieur ou egal a xt seront supportes par l'assure, les
sinistres de montant superieur a cette limite seront declares.

En de"signant par S, la variable aieatoire representant le montant
d'un sinistre et par f(x) sa fonction de frequence, la probability pi
pour qu'un accident ne soit pas declare si l'assure se trouve en Ci
vaut

Pi = P{1 < Xi) = / f(x)dx.
0

La probability p%§) de declarer k sinistres au cours d'une periode
vaut ,

L'esp^rance math^matique du nombre de sinistres d^clar,es est
egale a

X< = S kp~{{\).
k-t

L'esperance de cout d'un accident non declare est 6gale a

mi) = (tlpi) ] */(*) dx.

L'assure devra done d^bourser, en moyenne,

£*(!;) (X-X*),

a titre de dedommagement des sinistres non declares a la com-
pagnie (en supposant classiquement l'independance entre les va-
riables representant le nombre et le montant des sinistres).

L'espe'rance de cout pour cette periode vaut done

£(*,) = 6t + ( ^ £ ' ( 5 ) (X-X7),

en introduisant un taux d'actualisation (S et en placant les sinistres
en milieu de pe"riode.

Soit Vi l'esperance actualisee de tous les paiements d'un assure se
trouvant en debut de periode en C<. Le vecteur v = (vi, . .., vs) doit
satisfaire au systeme

1/, = E(xt) + p i #*(X)t;r*W) * = 1, • • -, s (i)
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Theorbne: Le systeme (1) possede une et une seule solution, pour
une politique donnee.

Demonstration: Soit la transformation T d£finie par

Tv = w, ou wi = E{xi) + [3 2 p\

Choisissons comme norme: 11 v \ | = max | v<
i

II vient:
|| Tw — Tv || = max | E(xt) + p S ^

- ( 3 2

= max I (3 2 >̂J.(X

< p 2 f̂c(X) . max | i»rt(() — vTtW

= (3 max I ^ — wy I, en posant _/ = r

Par consequent l'operateur T est de contraction et il y a un seul
point fixe.

L'assure provoquant a l'instant t un sinistre de montant x a deux
strategies a sa disposition; s'il ne declare pas l'accident, son espe-
rance de cout total, actualise"e au moment du sinistre, vaut

p-«£(*«) +x +pi -« 2 Pi[Hi — t)]vTk + m(ih

ou w est le nombre de sinistres de"ja declares pendant la periode;
si l'accident est declare' a la compagnie, elle vaut

La limite de retention x\ est evidemment celle pour laquelle les
deux strategies sont ^quivalentes. Done

*, = pi-« 2 ^[X(i — 0][wr. + . + 1 ( « — « T » + .(«]* = 1, - . . . s (2)

(2) constitue en fait un systeme de s Equations a s inconnues %x,
car celles-ci apparaissent implicitement dans les >̂jj.[X(i -1)]. II est

\
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egalement facile de demontrer que ce systeme possede une et une
seule solution, pour v fixe". La politique optimale x* = [x\ x*a)
peut alors Stre d^terminee par approximations successives au
moyen de l'algorithme suivant:

Premiere iteration: choisissons une politique x arbitraire. La plus
interessante est %° = (o, . . . o), (c'est-a-dire celle qui consiste a
declarer tous les accidents), car ce point de depart nous permettra
de calculer 1'amelioration de l'esperance de cout apporte"e par la
prise en charge de certains sinistres. De"terminons un premier
vecteur v. Le systeme (i) se simplifie et devient

go

vt = bi + (S 2 ^i(X)vT*(i) i = 1, ...,s.

Une politique ame"lioree peut etre obtenue par les relations (2), qui
se re"duisent dans ce cas particulier a

— t ) ] [ v T k + m + l { i ) — v T k + m ( i ) ] i - 1 , . . . , s .
k-t>

Iterations suivantes: 1'application successive des relations (i) et
(2) permet d'obtenir la politique optimale x*.

§ 3. APPLICATION AU SYSTEME BELGE

Depuis l'arret£ minist^riel du 14-4-1971, toutes les compagnies
beiges sont astreintes a utiliser le systeme suivant. II y a 18 classes.

Degre

18

17
1 6

15
14
13
1 2

1 1

1 0

9
8
7
6
5
4
3
2

1

Niveau de prime

2 0 0

160
1 4 0

130
1 2 0

115

no
105
1 0 0

1 0 0

95
9 0

35
8 0

75
7 0
65
60
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Les nouveaux assures ont acces au degre 6 s'ils sont sedentaires
(c'est-a-dire s'ils n'utilisent leur voiture qu'a des fins privees), au
degre 10 dans le cas contraire. Cette discrimination est justifiee par
une difference de frequence movenne des sinistres (la distribution du
nombre de sinistres etant une loi de Poisson simple de parametre
X = 0,21 pour les sedentaires, X = 0,26 pour les autres).

Les deplacements s'operent selon le mecanisme suivant:

— par annee d'assurance sans sinistre: descente d'un degre;
— par annee comportant un ou plusieurs sinistres:

— montee de deux degre's pour le premier sinistre;
— montee de trois degres pour les sinistres suivants.

Deux restrictions sont a apporter a ce mecanisme:

— l'assure ne depassera jamais les degrees 1 et 18;
— l'assure qui n'a pas eu d'accident pendant 4 annees conse'cuti-

ves, et qui malgre cela se trouve toujours a un degre superieur
a 10 est ramene a ce degre.

Cette derniere clause rend malheureusement le processus non-
markovien: la condition 2 de la definition d'un systeme bonus-malus
est violee. Aussi allons-nous subdiviser certaines classes en y ajou-
tant un indice indiquant le nombre d'annees conse"cutives sans
sinistres. Le nouveau processus ainsi defini est markovien. II com-
porte 30 classes.

Considerons un assure responsable d'un accident en debut de
periode (t = 0). Nous supposons que

1) le taux d'interet est de 6%;
2) la prime commerciale au niveau de base 100 vaut 10.000 F.B.

(elle correspond a une voiture de cylindree movenne);
3) la distribution du nombre de sinistres de l'assure est une loi

de Poison simple de parametre X = 0,21:

Nous devons egalement determiner la distribution du montant
des sinistres. Faute d'avoir pu obtenir un ajustement precis et
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Classe

18
17.0
17.1
16.0
16.1
16.2

150
I5-I
15.2

15-3
14.0
14.1
14.2

14-3

13
13-2

13-3
12

12.3
n
10

9
8
7
6
5
4
3
2

1

Niveau
de

Prime

200

160
160
140
140
140
130
130
130
130
120

120

120

120

"5
"5
115
no
no
105
100

100

95
90

85
80

75
70

65
60

To

17.1
16.1
16.2

15.1
152
15-3
14.1
14.2

14-3
10

13
13-2

13-3
10

12

12.3
10

II
10

10

9
8
7
6
5
4
3
2

1

1

SOIF

Ti

18
18
18
18
18
18
17.0

17.0

17.0

17.0

16.0

16.0

16.0

16.0

15.0

15.0

15.0

14.0

14.0

13
12

11

10

9
8
7
6
5
4
3

DU

Jz

18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
17.0

17.0

16.0

150
14.0

13
12

II
IO

9
8
7
6

BONUS

T3

18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
17.0

16.0

15.0

14.0

13
12

11

10

9

18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
17.0

16.0

150
14.0

13
12

r5

18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
iS
18
18
17.0

16.0

150

187

Tk{k > 6)

18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18

- 18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18
18

maniable pour les petits sinistres, nous avons utilise dans le pro-
gramme la distribution observed suivante, portant sur 225.330 acci-
dents survenus en 1970 en Belgique, totalisant pres de 4 milliards
de francs. Elle repre"sente environ 75% du pare. Les re"sultats plus
re"cents n'ont pu Stre utilises car ils sont visiblement influence's par
la soif du bonus: le nombre d'accidents declares est en regression
et la diminution du pourcentage observe dans les classes infe-
rieures. ne peut e"tre explique"e par l'inflation.
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Montant de sinisires

o -

1.000 -

2.000 -

3.000 -

5.000 -

10.000 -

20.000 -

50.000 -

+ de

1.000

2.000

3.000

5.000

10.000

20.000

50.000

100.000

100.000

Nombre de sinistres

34-368
29.408

27.432

36.473
44.059

28.409

16.435
4.440

4.306

225.330

Cotit moyen

466
1.462

2-443

3-874

6-935
13.884

29.886

66.675

499-755

- 17-337

Les resultats principaux sont resumes dans le tableau suivant.

Classes

18

17.0

17.1

16.0

16.1

16.2

150

i5-i
15-2

15-3
14.0

14.1

14.2

H-3
13
13.2

13-3
12

12.3
11 '

10

9
8
7
6
5
4
3
2

1

*(*

10.875

14.629

19.265

17.121

21.324

26.238

12.253

15-817
20.305

25.618

10.007

12.928

16.809

21.612

11.264

H-493
18.718

12.427

16.040

11-813

11.in

io-773
10.328

9.867

8.915
7.881

6.746

5-455

4-O53
2.511

Vi°

194.095

186.427

182.308

181.047

177.511

172.125

176.039

173.092

168.468

161.424

171.750

169.460

165.608

159.560

166.290

163.296

158.256

160.854

156.938

I55-47O

I5O-349

145-557
140.527

135.809

131.426

127.530

124.202

121-539
119.649

118.641

Vi*

170.863

163-237

158-773
158.836

154-761

149-917

155647
152.142

147-738
142.481

152.909

150.001

146.146

141.384

148.285

145.049
140.824

143.846

140.268

139.607

135-674
132.073

128.277

124.808

121.683

118.945

116.632

114-795
113.494

112.791

Pi*

0.7732
0,8205

0,8790

0,8520

0,8915

O,9O34
0,7906

0.8355
0,8890

0,9019

0,7622

0,7991
0,8480

0,8922

0,7781

O,8l88

0,8721

0,7928

0,8383

0,7850

0,7762

0,7719
0,7663

0,7570
0,7197

0,6793

0,6349

0.5844
O,49OO

0.3453

X"

0,0476

0,0376

0,0254

0,0311

0,0228

0,0203

0,0440

0,0345
0,0233

0,0206

0,0499

0,0422

0,0319

0,0226

0,0466

0,0380

0,0269

0,0435

0,0340

0,0451

0,0470

0,0479

0,0491

0,0510

0,0589

0,0673

0,0767

0,0873

0,1071

o,i375

£(*<•)

20.547
16.674

16.848

14765
14.894

14-963

13-592

I3-7I7
13.880

13-955
12.519

12.615

12-753
12.898

12.059

12.169

12.326

11.598

11.725

11.078

10-554

10-543
10.029

9-51°
8.950

8.389
7.827

7263

6.676

6.082

looxai0

0,1076

0,0578

0,0872

0,0726

0,0468

0,0707

0,1042

0,0589

0,0379

o,O573
0,1486

0,0845

0,0477
0,0307

0,3267

0,0684

0,0387

0,5788

0,0556

0,8926

I.43O3
1,9005

2,5708

3.3055
4.6529
6,0412

6,7360

13.3333
10,8076

46,2486

ioo*ai*

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

0,0000

0,0000

0,0000

0,0003

0,0001

0,0000

0,0000

0,0010

0,0001

0,0000

0,0036

0,0001

0,0098

0,0235

0,0737

0,1713

0,3389

1."47
1,9491
2,-8125

11,2302

10,2918

71,9792
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Colonne 2: Politique optimale de V assure

On constate que pour toutes les classes superieures a 7, la reten-
tion optimale est plus grande que la prime au niveau 100. Les
montants sont plus eleves pour les classes superieures, etant donne
la forte augmentation de prime resultant d'un sinistre. Les plus
grandes retentions sont obtenues dans les classes 16.2, 15.3 et 14.3:
apres deux ou trois annees sans accident un conducteur a interet a
supporter des sinistres plus couteux dans le but de reintegrer la
classe 10 par application de la 2eme restriction.

Colonne 3 et 4: Esperances actualise'es des paiements en declarant tous
les sinistres (J>°) et sous la politique optimale [v^)

En utilisant x*, un assure sedentaire peut esperer e"conomiser
9.743 F., un non-sedentaire 14.675 F.

Colonne 5: Probabilite de ne pas declarer un sinistre en utilisant x*

Dans certaines classes, 90% des sinistres sont pris en charge par
l'assure.

Colonne 6: Frequence moyenne optimale des sinistres declares

Colonne 7: Esperance de cout mini-male par pe'riode

La fraction due au dedommagement des sinistres non-declares
reste dans toutes les classes peu eleve'e en comparaison de la
prime.

Colonne 8 et 9: Distributions stationnaires de probabilite en utilisant
x° puis X*

Quelle que soit la politique utilisee, le systeme constitue une
chaine de Markov irreductible dont tous les 6tats sont ergodiques.
La distribution des probabilite's d'etat converge done vers une
distribution stationnaire, obtenue en normant le vecteur propre a
gauche de la matrice de transition. Nous voyons qu'en regime
stationnaire, un assure" se comportant de maniere optimale restera
le plus souvent dans les classes infe'rieures.
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Ces distributions nous permettent de calculer la prime moyenne
stationnaire

30

etant donne" %° : b° = 2 ' a°£4 = 7.025 F.
1 - 1

30

e"tant donne" X* : b* = 2 «,*&, = 6.293 F.

Dans ce dernier cas, 1'assure" devra supplier, pour tous les sinistres
u

non d^clar^s 2 aj£1*(?) (X — X4*) = 135 F. L'e"conomie annuelle
<->

moyenne realised au detriment de la compagnie est done de 597 F.
Cette perte pour l'assureur est partiellement compensee par une

30

diminution des frais administratifs, puisque 2 a\p\ = 40,85%
• - 1

des accidents ne sont pas de'clare's; la frequence des sinistres tombe
de 0,21 a 0,1242.

Insistons sur le fait que ces dernieres relations ne sont ve'rifie'es
qu'une fois le regime stationnaire atteint; il ne saurait 6tre question
de comparer par exemple le be"ne"fice annuel stationnaire de 597 F.
et l'economie totale actualisee de 9.743 F. re'alise'e par un assure'
entrant dans le systeme en classe 6.
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