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OPERATEUR DE STOKES DANS DES ESPACES
DE SOBOLEV A POIDS SUR DES DOMAINES
ANGULEUX

MONIQUE DAUGE

Introduction. Rappelons que I'opérateur de Stokes associe au couple
— —
vitesse-pression (W, p) le couple force-divergence (F, g) par:

—Aﬁ/—l—gr_;dp: F
divVT}zg.

— —
Nous nous plagons ici en dimension 2. W = (wy, ws), F = (f1, f2). Voici
I’écriture matricielle de 'opérateur:

—-A 0 D, W f1
0 —A Dy Wo | = f2
D, D, 0 P g

ce que nous noterons: U = 9.

Ce systéme est elliptique au sens de [1] sur un domaine @ avec les
conditions complémentaires: Wipg = 0, Wy =0 (Dirichlet); c’est donc
ce probléme que nous étudions ici.

Nous savons que pour obtenir des résultats pour un domaine polygonal,
il est utile d’avoir étudié un probléme ‘“‘modéle”’ sur le secteur plan: nous
nous référons particuliérement & Kondrat'ev [5] (étude générale de pro-
blémes elliptiques), Kellogg et Osborn [4] (étude du probléme de Stokes
avec données L?), Grisvard [2] (étude du probléme de Stokes avec diver-
gence nulle pour des données H™).

Ici, nous allons réaliser cette étude de maniére systématique, comme
I’a déja fait Pham The Lai pour le laplacien [7], en utilisant les espaces
a poids double Hy, , introduits par lui, qui généralisent les espaces W.,"
de Kondrat'ev. Dans le méme ordre d’idée, citons I'étude du probléme
bi-harmonique par Guillement [3] et celle du laplacien pour les espaces
L .. (@) par Steux [8] (cadre non hilbertien).

Notre méthode de travail est inspirée de celles de Kondrat'ev [5],
Kellogg et Osborn [4], Grisvard [2] et Guillement [3].

Ensuite, nous traiterons de 'opérateur de Stokes sur un polygone, dans
les espaces & poids II,”™ construits & partir des espaces & poids sur le
secteur. La décomposition de la solution en parties réguliére et singuliére
pour une valeur particuliére du poids a deja été exprimée par Osborn [6].
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Voici un plan schématique de l'article: les §§ 1-6 sont consacrés au
secteur; les §§ 7-11 au polygone. Nous introduisons les notations clés
pour le secteur dans le § 1. Dans les §§ 2, 3, 4 nous poursuivons I'étude
d'un systéme paramétré pour arriver & la démonstration, au § 5, des
résultats fondamentaux. Au § 6, nous traitons un cas important qui
n'entre pas dans le cadre d’application des théorémes du § 5. Nous intro-
duisons les notations relatives au polygone au § 7. Nous démontrons au
§ 8 les théorémes généraux d’'image fermée et de décomposition des solu-
tions en parties réguliére et singuliére. Au §9, nous établissons des
théorémes d’existence de solutions dans les espaces & poids, dans et en
dehors du cadre de résolution du probléme variationnel, en nous basant
sur les résultats de Temam [9] pour le cadre variationnel. Nous obtenons
au § 10 les théorémes d'indice. Enfin, au § 11, nous traitons le cas par-
ticulier qui correspond a celui du § 6 sur le secteur.

Dans un prochain travail, nous traiterons de I'opérateur de Stokes dans
les Sobolev ordinaires H™.

1. Position du probleme. Q désigne un secteur plan de sommet 0,
de cdté Ox et d'ouverture w.

Rappelons la définition des espaces:
(L1)  Hyre(Q)
= {u € Lie(@), 77" "1 + 1)« "D € L*(@), o] < m
avecm € Netyy £ v,.

Par transformation conforme (x, y) — (¢, 8) (avec, donc, x = e’ cos 6 et
y = e'sin 0) @ devient la bande B = R X [0, wl;

(1.2)  Hy , (@) est transformé en I'espace HY i1 -mt1 (B) ol
(13)  Hipoo(B) = fu € Lie(B)/e"'(1 4 €)™ "u € H"(B)}.

Notons qu'ici le poids ne dépend plus de I'ordre de dérivation. On peut
facilement définir une notion de trace sur ces espaces, et ainsi, par trans-
port, obtenir une définition cohérente de la trace pour les Hy: , (Q).
Comme nous voulons étudier 'opérateur . avec conditions nulles aux
bords, nous introduisons les espaces suivants, adaptés a.%:

{(w1,w2, p) E H‘;’;f‘fm X H‘;'(ﬁ:’io X H';'(;.'*:chx;(g)/wllag = O'

W2 50 = 0}
m _ m m m+1
0''0 © 0''c0 070 .
(1.5) Evym(Q) = Hrgve X Hygrg, X Hygm (Q)

& envoie Dy, , (Q) dans EY, , (). Notons-le ¥}, , . Nous verrons que
I'indice de 7. ,  est conditionné par:

(1.4) D7, (Q)
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i) les valeurs caractéristiques des espaces:
(16) mo=vo— (m+1) 5,=7v,— (m+1)

ii) la fonction discriminante du probléme de Stokes pour 'ouverture w:

(L7  F(r) =

(Théoréme 5.1).

Nous verrons aussi qu'un & ¢ EY (@) admet en général des anté-
cédents par ¥ dans des espaces ‘‘plus gros” que Dy , (Q) et quelles
relations existent entre ces antécédents (Théoréme 5.3).

Nous avons aussi un résultat de régularité (Théoréme 5.2).

Nous améliorons enfin les résultats prévus par ces théorémes pour les
cas ng ou 9, = — 1 dans le Théoréme 6.1.

2. Transformation du probleme.

2.1. Transformation conforme. Nous avons vu qu'elle simplifie les
espaces.

Notons # — # le changement de variables: u(x, y) = #(¢, 6).

Il est en plus convenable d’effectuer les changements de fonctions
suivants:

2.1)  (wy, wyp) — (U, V,Q) ou
U= @W;cosb + Wy sinf (radial)
V = —®;sinf + @W,cos§ (tangentiel)
Q=c¢e'p
(2.2) (i, fo 8) — (Hy, Hy, Hy) ol
Hy, = (ficos 8 + f, sin )e?*
H, = (—f;sin 0 + f, cos 0)e?*
H; = ge'.

On définit des espaces D7, 4, (B) et Ep, 4, (B) sur le méme modéle que
DY . (Q) en (1.4) et E7 , (Q) en (1.5).
A l'aide de (1.2) on voit facilement que:

(2.1)  définit un isomorphisme x,, : D¥, 7., (@) — D7, 2, (B)
(2.2)  définit un isomorphisme xz : Evg.v,, (Q) — E7y .1, (B)

\

ol 7o et 1, sont définis en (1.6).
D’autre part, & (w1, ws, p) = (f1, f2, £) devient:

©2.3) LU, V,0Q) = (Hy, Hy, Hy), noté aussi SU = G ;
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DU — DU+ U+ 2DV +DQ—Q=H
—D 2V — DV + V — 2DyU + DsQ = H,
DU+ U+ DoV = Hs.

L'étude de &7, ,_ se raméne a celle de &7 , : on se donne ¥ dans
Ey, 4, (B) et on lui cherche des antécédents.

2.2. Transformation de Fourier partielle par rapport a ¢ € R. Notons-la
F.

On raisonne par conditions nécessaires: on suppose qu'il existe % dans
Dy . (B) tel que Y% = .

Or, une propriété importante de H¥

01700

: k V7 € [n0,n0] €"v € HYB)
(2.4) S197 E H'Io,ﬂm(B){vn E ]770, 1703[ e’”'l} E Ll (_B)

ce qui permet de définir pour tout r € C, ,_ avec:
(2.5) Gy, =1r € C,7=t+ inetn € [n,n.l},
(2.6) Fou(r,0) =F (ver') (£ 6) (cest ici qu'intervient 8, < 6.).

(B) est que:

(2.7) Lafonction r =% v(r, - ) estanalytique 2 valeurs dans H*(]0, w[)
et

(2.8)  ZF(D/Ds*v) = (ir)’De*(Fv).

& appliqué APY =G donne, a I'aide de (2.8) un systéme a une variable

(6) paramétré en 7 € C, o :

B (u(r, - );v(r, - )iq(r, - ) = (halr, - )5 ha(7, - )5 bs(r, -))

u=%U,etc. ...

On obtient une simplification en posant:

Iy = —hy + 2hs
(2.9) ls = hy + Dghs
lg = hg.
On a alors:

W + (r+ 1)+ 1A —1r)g=14L
Gr—1Du' + (2 +1)ov+q¢ =1
(er+ Du + o = 3.

(#, v, ¢) — (I, I3, I3) définit un opérateur

€.: H X H' X L* — H-' X H-' X L2(]0, w[).

(2.10)
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Les conditions aux bords initiales donnent:
u, v € Ho'(]0, wf).
11 est naturel de définir S,, restriction de %, & Ho* X Ho' X L2(]0, w[).

On a donc la condition nécessaire:
(2'11) VTE qu_ypm ST(H(T,');W(T,');Q(T,'))

= (L(r,+)ila(r, - )i bs(7, ).
Inversement, connaissant (4, s, I3) & partir de & par (2.9), on va cher-

cher, pour chaque 7 dans G, ,_, (4., v-, ¢) tel que:

(2.12) S (4r, v, ¢,) = (h, 1o, I3) (7, - ).

3. Résolvante de S,. A. Dans un premier temps on cherche un inverse
A droite & €., noté Z ., (pas de conditions aux bords), de fagon analytique
en 7. Pour (I1, 1, I3) € H™1 X H~! X L?, il s'agit de construire (#, v, q) €
H' X H' X L? tel que

9ﬁﬂr(uﬂ vr Q) = (llr 12’ 13)

Pour avoir un systéme du premier ordre A coefficients constants, on fait
le changement de fonctions:

yi=u; ¥ = u ;Y5 = ;Y = 0,
et €.(u, v, q) = (I, ls, Is) équivaut a:
81 Y =AxY+ B

ou

Y1 0
y=(>) B=["
V3 Iy
s I3

0 1 0 0

-G+ 0 ir—1 0

Alr) = 0 l—dir 0 —(G"41)
—@r+10D 0 0 0

On résout (3.1) par la méthode de variation des constantes.

Les e4™f ¢; = X;(r, §) pour j € {1, 2, 3, 4} forment une base de
I'espace des solutions du systéme homogéne associé a (3.1), avec
(e1, €2, €3, €1) base canonique de C*. Les X, sont analytiques en 7 et C*
en 6. On cherche des C;(8) tels que

v = J; C;(0)X (7, 6).
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On est donc amené a résoudre:

(3.2) ; d;0)X;(r,0) = B(6)

en les d; puis A intégrer les d; pour obtenir les C;. Le déterminant du
systéme (3.2) est le wronskien des X ;. Il est analytique en 7 et ne s’annule
pas. Les solutions du systéme (3.2) sont donc obtenues de maniére
analytique en 7. Quant a 'intégration des d;, il suffit de remarquer qu'il
existe une application linéaire continue

I:H-1(]0, o[) — L2(J0, w[)

qui reléve la dérivation. I est aussi continue de H” — H™*!, \Ym € N.
Cela achéve la construction de Z, - + — %, est analytique & valeurs dans
tous les

L(H™ X H™ X H"™, H™2 X H™? X H™), m =z —1.

B. Dans un deuxiéme temps, il s'agit de corriger #.(l1, ls, I3) pour
obtenir un élément (u, v, q) € Ho' X H' X L2(]0, o) tel que

S,—('l/l, 2, (Z) = (lly l?y ZS)

Posons %, (11, ls, I3) = (u, vo, go). 1l s’agit de trouver (us, vs, gs) dans
Ker %, tel que

(3.3) (o, v0, Qo) — (s, Vs, gs) € Ho* X Ho' X L2(]0, ).

Pour cela on exhibe une base de Ker %,. On remarque que, si 7 # ¢
etr # —1i, €,(u,v,q) = 0équivauta (3.4)-(3.6):

’

9
B4) wu=-— P

@ + (ir + DY
(3.5) q= " 1

(3.6)  v® 4+ 2(1 — r2)p® + (72 + 1)% = 0.

e sh 76, e~ sh 70, ¢’ ch 76, e~ ch 76 sont quatre solutions indépendantes
de (3.6).

Pour r ¢ {—1, 0, 7}, on pose:

0(r) = (ir + 1) (shTTG 4 ch.-rO)e,-o

7

0(r) = (ﬂl_Le _ El_l__lg)eio

T 1

vs(r) = (_h_e 4 chtt) o

sh 70 ch ‘r@) —if
—_ T e .

T 1

vy(r) = (r + 1)(
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On détermine u,;, g; & partir de v; a 'aide des formules (3.4), (3.5).
Ainsi, pour 7 ¢ {—1, 0, ¢}, les triplets (u,, v;, ¢;) (r) sont éléments de
Ker % ..

On montre facilement que les (#,(r), v;(r), ¢;(v)) admettent un pro-
longement analytique en —7 (resp. 0, 7) qui est un élément de Ker % _,
(resp. Ker €y, Ker % ;). D’autre part, la valeur du déterminant:

U1 U Us Uy
w'y o u's u's u'y
91 42 g3 G4
V1 Vo V3 Vs

(r) = 64

prouve que les (u;, v;, ¢;) (7) sont quatre éléments indépendants de Ker
% ., donc une base.
On cherche naturellement (u4, v4, ¢s) sous la forme

4
> a;(uy,v,,q;) ()  (a,scalaires).
=1

Donc on veut résoudre le systéme:

> aui(r,0) = uo(0) notéw,
2 au;(r, w) = uo(w) notéw,
2 aw;(r,0) = v9(0) noté ws
> ap;(r,w) = vo(w) noté w,.

(3.7)

C’est ici qu'apparait la fonction F discriminante, définie en (1.7). En
effet le déterminant de ce systéme est égal & 16 F(r). Lorsque F(r) # 0,
le systéme admet une solution unique (a1, a2, a3, @i). D’oll un unique
(s, V4, gx) de la forme

COND> ‘i—l%—ﬁ%—)l—) (s 05 05) ()

ou les 4 ;,(ly, 1y, I3) sont de la forme

3.9) kg{ B n (1),

obtenus par résolution d'un systéme de Cramer. Les 8, sont analytiques
et les w;, dépendent continuement de (I, Iy, I5), via Z.,.
Nous avons démontré:

THEOREME 3.1. Soit & I'ensemble des zéros de F (1.7). Pour tout v €
C\Z, S, admet un inverse, R,. L' application r — R, est méromorphe sur G
et analytiqgue sur C\& a valeurs dans tous les

K (H™ X H™ X H™, (H™2 N\ Hy') X (H™2 N\ Hy') X Hm+)

pour m entier = —1.
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Nous explorons maintenant le cas ot F(r) = 0.
L’examen de la matrice du systéme (3.7), montre qu'alors elle est de
rang 3. Son noyau est de dimension 1. D’ou:

LeEMME 3.2. 57 F(r) = 0, Ker S; est de dimension 1.

La résolubilité du systéme (3.7) équivaut a I'appartenance de (/y, /s, /3)
a Im S,. On peut écrire (3.7) sous forme vectorielle:

4
Z ajo = W.
j=1

Le systéeme (W, Ws, W3, W,) est de rang 3. 4 . est le déterminant de W
et des Wy, a I'exception de W;. A 'aide de ces informations, on voit que
la compatibilité de (3.7) équivaut a ’annulation de tous les 4 ;; (systémes
de rang 3). D’ou:

LEMME 3.3. 82 F(r) = 0, les conditions (1) et (2) sont équivalentes:

1) (13, 15) € Im S
(2) Vj€11,2,3,4) Al by ls) = 0.

Ce lemme et (3.9) donnent que Im .S, est fermée. On a donc une alter-
native de Fredholm. Un calcul simple permet de déterminer

S* Hl X H! X L - H ' X H! X L?
(01,92, v3) = (0" + (v + 1)%; + (1 — ir)vy’ + (1 + @r)vs;
(72 + 1)2)2 - 1)3l; (1 - iT)Z)l — 7}2/).

Comme pour S;, on montre

LEMME 3.4 (et notation). St F(r) = 0, Ker S.* est de dimension 1.
Soit donc K, un élément non nul de Ker S.*.

L’alternative de Fredholm donne:
LEMME 3.5.

ImS, =1{lc H' X H' X L*/{(,K,) = 0}

vy = (I, v1)u-1,m00 F+ (lo, V21,801 +f0 l3v5d0.

Lorsque 7¢ est un zéro simple de F nous pouvons préciser Rés R, _ .
C’est une application continue,

L:H'X H!'X L* - Hy' X Ho! X L2
Pour (ll, lz, l3) € H1 X H-! X LZ,
L(ll, 12, l3) = limf_)fo (7' — To)RT(ll, 12, 13)
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Exploitant (3.8) et le fait que £, est analytique en 7¢, nous obtenons:

. A (b b,
Lt 1) = = i, ¢ = ) 2 Al 0, g ).
Comme 7, est zéro simple de F et que 4 ., u,, v;, et g, sont analytiques:
4
— 11]'”) (lly l?y l3)
L(lly 121 l3) - ; 16 F’(TO) (u.fv va g]) (TO)'

C’est donc un élément de Ker % .,. Comme L (1, l5,15) € Hot X Hot X L2,
c’est donc finalement un élément de Ker S,,. D’ot avec le Lemme 3.2:

LEMME 3.6. Si 7 est zéro simple de F, soit s, un élément non nul de Ker & .
Rés Rij¢—r est de la forme I — N(I). s, o \ est une forme continue sur
H-' X H-' X L.

Remarqgue. Une particularité importante de la fonction discriminante F
est qu'elle s’annule en —z et 7, quelle que soit 'ouverture; a 'inverse de la
fonction discriminante du biharmonique, qui est égale & F(r)/(7? + 1).
En effet, —7 est de multiplicité 2 pour Fsi: F'(—z) = 0. Or:

F'(—1) = 2¢sin w(w cos w — sin w),
s'annule pour w = w 0U: wg est 'unique solution dans 10, 2« [ de I"équation
(3.10) w = tgow.

Il en est de méme pour .
Ker S* est engendré par (0, 0, 1). Le Lemme 3.4 donne

(3.11) ImS, = {(zl, loly) € H'X H' X L2/f l,d§ = 0} :
0
Ker S_; est engendré par (0, 0, 1). Le Lemme 3.6 permet de déduire:

LEMME 3.7. Supposons w = w,. Notons 7, et w2 la premiére et la deuxiéme
projection de Ho' X Ho' X L* sur Hy'. Nous avons que les applications
T =7 0 R, et 7 — w0 R, admettent un prolongement analytique en —1.

Appliquons maintenant les résultats obtenus & la résolution de (2.12).
Utilisant (3.3) et (3.8), nous avons, pour 7 € Cy , \F

(3:12) (o) = el ) ()] = A GBI 0, g )

=1

(3.13) Notons (%, v;, §n) = 2.

(3.13") Rappelons que (/1, /2, I3) (7), que nous noterons aussi /,, provient
de ¥ ¢ Eq 4. (B) par (2.9), et est analytique de C, ,,_d valeurs dans
H™ X H™ X H™! (]0, w[) par (2.7). Le Théoréme 3.1, les Lemmes 3.2,
3.3, 3.4 et 3.5 et la formule (3.12) donnent:
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THEOREME 3.8. a. 7 — 3, est méromorphe de C,, ., d valeurs dans
(H™2 M Hol) X (H™2 M Ho') X H™1(]0, ).

Ses poles coincident avec des zéros de F.
b. Soit 7o un zéro de F de multiplicité d intérieura C, ,, .
bl. Si (I, , K. ) # 0,7 — 2. admet un pole d’ordre d en 7.
b2. .57 (ZTO, K,o> = 0,7 — 2z, admet un pble d’ordre = d — 1 en 7,.

Ce théoréme donne donc une CNS de prolongement analytique en 7,
si 79 est un zéro simple de F (cas de loin le plus fréquent). F admettant,
pour certaines ouvertures w, 2 zéros doubles conjugués, il nous faut étudier
le casoli d = 2 (il n'y a pas de zéros de multiplicité supérieure).

Nous nous plagons dans le cas ot (/;, K,) = Oi.e., /; € Im S, etnous
cherchons une CNS pour que 2, admette un prolongement analytique en
T0.

lim,,. (r — 70)z, = 0.
Soit & un antécédent de /; . Nous avons:
(3.14) lim,,, (r — 70)z, = (1 — 70)*R.f,
ol

foolmln  Si= S,

T — To0 T — To

f- admet un prolongement analytique en 7 :
. dl ,
(3.15) f. = & (ro) — S h

(S, s'obtient en dérivant en 7 tous les coefficients de S;.)
Du Théoréme 3.8 nous déduisons 1'équivalence

(3.16) lim,,, (r — 70)?R.f> = 0 & (f-,, K. ) = 0.

La condition:
dl .
d*T (To) — Srol -k € Im S,

(cf (3.15) et (3.16)) est donc indépendante de I'antécédent k choisi pour
l;,- Donc: Vs € Ker S, , S;'s € Im S, . Cette condition est d’ailleurs
spécifique des zéros doubles. On a une condition identique pour I’adjoint.
D’ot le lemme, qui fait suite au Lemme 3.4:

LEMME 3.9 (et notation). St 7 est un zéro double de F, S;:¥ K, appartient a
Im S:*. Soit donc L, un antécédent de S, ¥ K, : S,;*L. = S,¥K,.
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A l'aide de L,,, on peut donner une expression indépendante de % a la
quantité (S, 'k, K, ). On a:
(S:)/h, K. ) = (S, VK, ,h) = (S;*L.,h) = (S:)h, L.).
D’ou:
(3.17) «(S:'h K. ) = (., L.,).
Le Théoréme 3.8 et (3.14)—(3.17) donnent:

THEOREME 3.10. Soit 7o un zéro double de F, intérieur @ Cyg g Les
conditions (1) et (2) sont équivalentes:
(1) 2, admet un prolongement analytique en o

(2) (1"07K"0> =0 et <% (TO)rK’0> - <l70vL"o> = 0.

4. n-antécédents. Pour G ¢ Ey v, €t m € [n0, 7] J'appellerai (4.1)
n-antécédent de & tout % € Dy ,(B) vérifiant U = &. Clest une

notion naturelle car & appartient aussi 2 E,(B) qui contient Ey 0, (B).

THEOREME 4.1. Sott 1 € [no, 1) St F n'a pas de zéro de partie imaginaire
n, G admet un unique n-antécédent, noté U ,.

Démonstration. La condition nécessaire (2.11) et le Théoréme 3.1 (S,
injectif pour tout 7 de partie imaginaire ) donnent 'unicité. Le Théoréme
3.8 donne I'existence de

(try vsy o) € (H™ M Hy')* X H™(]0, o)

pour tout 7 de partie imaginaire 7.
Notons , la fonction : B —» G

(Er 0) g u£+in(0)-
De méme 7, et g,. Il faut d’abord avoir:
(4.2) @y, 0, € FH™(B), §, € ¥ H"(B).
Fourier de H"(B),# H™(B) est caractérisé par:
u € FH"(B) @f > f (1 + |£]*)|Déu|’dbds < + 0.
R jtk=m Y 0

On obtient une majoration de

[
1§10

pour £ fixé, par la norme de R, dans.¥ (H™ X H™ X H™, H™2 X Hm+?
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X H™1) pour 7 = £ + 1 avec |¢| £ &. Pour le morceau restant

[ o
1£1>%0

pour &, assez grand, on opére comme dans l'appendice B de Kellogg et
Osborn [4], en se basant sur les estimations [1] relatives & un ouvert B*
régulier: Si U*, V* € Hy'(B*) et Q* € L2(B*):
[ CU*, VE, Q¥)|am+2xam+2xam+1 m%)
= C(H‘SZ(U*, V*, Q*)HH'"XH"'XH"'“(B*)
+ [[(T*, V*, 0%)

(Théoréme 10.5 dans (1] appliqué a S elliptique).
On obtient finalement une majoration:

L2><L2><L2(B*))

(4-3) ||77n”%!1m+2 + HﬁﬂHFH"”"“’ + ”G‘ZVn”FH'"“
s Cn) (|hllgam + [1lallzam + [lsl] #rm+1).-
Nous pouvons poser:
Uy = e F (i, Ty, Gy).
On a:
F (il 0y @) € (H™ N Hg)? X H™1(B)
par (4.2) donc @2,, € Dy ,(B). Enfin, par construction, 9@2,, =9,
Il est trés intéressant de comparer pour 7; ¥ 72 @,,1 et 022,,2. En effet,
s'ils sont égaux, ils appartiennent alors a Dy , (B).

4.4) On voit ainsi qu'une CNS pour que ¥ ait un antécédent dans
nst quu q
Dy . (B) est que %, et %, existent et qu'ils soient égaux.

THEOREME 4.2. Soit 71, 12 € [n0, 5] avec 11 < n2. On suppose que F n'a
pas de zéro de partie imaginaire ny ou nq. Alors:

Un(t,-) — Un(t,-) =iv2r 2 Rés (€72),o,

T0EF N Cnypony

ou 2, désigne (U, v,, q,) conformément a (3.13).

La démonstration est assez classique. Disons seulement que la majora-
tion (4.3) et le fait que = — R, soit continue sur un voisinage des droites
R + 9 et R + 7, interviennent de fagon essentielle. Le principe de la
démonstration est une intégration de la fonction méromorphe r — e?‘'z,
sur un rectangle avec calcul classique des résidus, puis passage a la limite
sur le ““contour” infini constitué par les droites R + in; et R + 17,.

On cherche maintenant A connaitre la forme des résidus.
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THEOREME 4.3. Soit 7o un zéro de F intérieur a C, ,_. Soit d son ordre de
multiplicité. Notons par
s lim,_),0 (r — 710)%;,

et sid = 2, notons par

o :“mm,ro (T — To) (27 - _('r _S To)—z) .

Ona:

B Jeltns sid =1
tr=ry — \e*0(q + its) sid = 2.

2) S,;s =0etdeplussid =2 : 5,50 = — 5, s.
3).% [Rés e“TZm-r ] =0.
o

1) Rés (e'"z,)

Preuve. 1) Immédiat grice au développement de Laurent de z, en 7,
dans Ho! X Hot X L2

2) 5105 = lil’n,%T0 (T - To)d[lr - (Sr - Srn)zr]-
Posons

_ S =8,

T — T0

T,
T, est analytique. D’autre part, /, est analytique. On a:
Srps = lim. ., (7 — 70)" T2,
qui est nul car le pdle est d'ordre = d.Sid = 2,
S;0 = lim,_”0 (r — TO)SToz,
car S; s = 0. En raisonnant comme ci-dessus on obtient:

Spo = — lim,o,, (r — 70)*T'.
Or

N Xr
e e

2

ou «x, est analytique en .
D’ou

S0 = — lim,, T\s.

C'est égala — 71, s et comme 7', = S, ', onace qu’on veut.
3) Découle du 2) en remarquant que ¥[Rés] = 0 équivaut a:

et0S,,s =0 sid=1
et0S 0 + 1tet'™0S, s + etS,'s = 0 sid = 2.
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5. Résultats. Nous allons étre en mesure de dégager une CNS pour
que ¥ ait un antécédent dans Dy 4 (B). Par (2.7), il apparait qu'une
condition nécessaire est que u,, v, et ¢. soient analytiques sur C, ,_.
(4.4) et le Théoréme 4.2 montrent que cette condition est suffisante.
D’apreés les Théorémes 3.8 et 3.10, il nous faut transcrire par rapport au
second membre

G = (fu,f2 8) € E¥yr,(Q)

les conditions:

(61) (oK) = 0

(5.2) <% (To),K,o> — {lryy Ly} = 0.

En récapitulant les différentes transformations effectuées pour passer
de & al,, on obtient facilement que:

(5.1) équivaut a &,,(9) =0 on

—ir 1
(5.3) @, (f1, /2 2) =f97 °[f1¢1(0) + fa¢2(0) + ;g¢3(0)]dxdy
avec (¢1, ¢2, ¢3) obtenu a partir de K, = (ki, ks, k;) par:

¢1 = —kicos — kesinb
(54:) ¢ = —kl sin 6 + kz cos 6
¢3 = 2k1 — k) + ks.
Comme 7, est intérieur & C,, ,_, ®-, est une forme linéaire continue sur

m
Eooyooo(ﬂ)
Cas particulier: 7o = i; conformément 4 (3.11), on a:

®,(f1, for 8) = j; gdxdy.

On retrouve la condition de résolution du probléme variationnel sur un
borné. On trouve de méme que (5.2) équivaut a: ¥, (%) = 0ot

(5.5) ¥r, (fu, ferg) = ’Lj;z 7~ Log 7’[f1¢1(0) + f2¢2(60) + -}gqbg(ﬁ)]dxdy

+fn y i [fﬂ//l((?) + fav2(8) + %g\pg(ﬁ)]dxdy

avec (1, ¢2, ¢3) donné par (5.4) et (Y1, 2, ¥3) obtenu a partir de L,, par
les mémes formules que (5.4). Ces triplets sont C* en 0 et appartiennent
a Ho' X Ho' X L*(]0, w[). Comme 7, est intérieur & Cy ,_, ¥, est une
forme linéaire continue sur Ey , ().
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THEOREME 5.1. Les deux conditions suivantes sont équivalentes.

(1) Fn'apasdezérode partie imaginaire no ou 1.

(2) L'image de 7., est fermée. Dans ces conditions g, 4., est & indice
et son indice vaut:

— card (F N Cryonw) — card (' N Crgn,) = — codim L5 v,

(en effet S5, o est toujours injectif) avec: ¥ I'ensemble des zéros de F et
%' I'ensemble des zéros doubles de F.

Preuve. Le sens (1) = (2) provient de tout ce qui précéde. Nous avons:

Im %57, = ( N Ker <I>,> N ( N Ker \I/,> .
T€F N Cny.ng T€F (\ Cnging,

L’injectivité provient de I'unicité des n-antécédents (Théoréme 4.1). La
formule de I'indice découle du fait que les &, pour 7 € F M G, ,_ et les
¥, pour 7 € F' N C,,0 -, Sont indépendantes. Pour le sens (2) = (1),
on suppose que (1) n'est pas vérifié, par exemple que F a un zéro de partie
imaginaire 5, soit 7o. On montre, ce qui est équivalent, que Im 525,';,,,00
n'est pas fermée. Pour cela on construit une suite %, de Dy ,.(B) telle
que: la suite. U , converge pour la topologie de E,, .1, (B) vers un élément
G qui, lui, n’appartient pas a I'image de &"

Soit pour cela:

s un élément non nul de Ker S, .

¢ une fonction de troncature sur R, qui vaut 1 sur]— o, 0] et 0 sur
(1,400l

On définit pour n € N*:

Uy = $(0)e s (8).
La valeur de & est :y(qs(t)e“’os(H)) qui n’a pas de no-antécédent.

Mo Meo”

Une application immédiate de ce théoréme est:
(5.6) COROLLAIRE. Si.F N Coyn, €St vide, S5 est un isomorphisme.
F n’a pas de zéro réel. Donc, pour o = ., = 0:
(6.7)  Vm € N, % m 1,mi1 €5t un isomorphisme.
Plus généralement, on est dans la situation de (5.6) si
58) no > —letn, <llorsque w <
5.9) 7= —w'/wetn, £ w'/wlorsque w > T

ol wy’ est I'unique solution de I'équation

sin w
== = — c0S wo,
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avec wo donné par (3.10).
wy >~ 1.43030 =
wo ~ 0.812825 .
L'étude faite au § 3 montre que l'opérateur S, posséde une bonne
régularité: si S, (u,v,q) € H™ X H™ X H"'(]0, w[), alors
(u,v,q) € H™?2 X H™? X H™ (]0, wl).
De 1a on déduit:

THEOREME 5.2. Supposons que F n’a pas de zéro de partie imaginaire g
oun,. SiU € Dy, (Q) esttel que SU € EY , (R), alors % € Dy, ,_(Q).

M91 Moo
Nous allons maintenant voir ce qui se passe quand % est donné quel-
conque dans Eg; g, ().

(5.10) Pour 7 € %, soit s, un élément non nul de Ker S,.

(5.11) Pour 7 € %", soit ¢, un élément de H,! X Hy' X L2(]0, w)

vérifiant:
Sio. = =S5,
(5.12) Soit V, = xp~(e'’"s,).
(5.13) Z, = xp~(et"[o, + its.]).
Nous pouvons énoncer:

THEOREME 5.3. Supposons que F n’a pas de zéro de partie imaginaire no
oun,. Soit 9 € Ey. , (Q).

1) 9 admet dans Dy, . (Q) un unique antécédent U, et dans D5, (Q)
un unique antécédent U ..

2) 11 existe des constantes \, pour v € F (M Cyy o et p, pour € F' N
Cy i, telles que:

U~ U= > N+ 2wl
T€F N Cnyng, T€F (N Cny 1y

Y. est donné par (5.12) et Z, par (5.13).

3) Pourr € %, Y, estdela forme:

(r'y1(6), ry2(0), v 1y3(6)).
Pour r € F', Z, est de la forme:
(r*r[z1 4+ 1y1 Log 7], r'7[z2 4+ 1y2 Log ], r'""1[z3 4+ 1y; Log r]).
Les y; et z; sont des fonctions C” en 0 dont I'expression dépend de 7. Les ¥,

et Z. annulent & et w'appartiennent pas a Dy, , (@) (mais Dy, (2)).

070

Preuve. Le 1) provient du Théoréme 4.1. Le 2) sera démontré par
application du Théoréme 4.2 pour 7, = 7o et 72 = 7, (on applique
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xp~ ' al'égalité du Théoréme 4.2) si I'on montre: pour 7, zéro simple de I
(5.14) Rés &'z, = Npetthos,
pour 74 zéro double de F:

Rés €'z, = e'""o[Ne 50 + r (07, + its)].

Pour cela on applique le Théoréme 4.3 en utilisant les notations (5.10) et
(5.11): Sid = 1, comme dim Ker S; = 1,3 \,, tel que

§ = Nr(Srp-

D'ou (5.14). Si d = 2, il existe de méme u,, tel que s = u. s, ; comme
Sr0 = —S.'s 3\, tel que

g = ﬂrooro + >\f0510~

D’ou (5.15).
Le 3) provient de la définition de xp™': si on note s, = (s1, S2, s3):

Y1 = $1€08 60 — sgsin f
Yo = sy sin 8 + s cos b

V3 = §3.

Et (21, 22, 23) est obtenu de la méme maniére & partir de o,.

Remarque. Un choix judicieux de s,, et éventuellement de o,, permet
d’obtenir:

si T zéro simple: \, = ®,(%)

si 7 zéro double: p, = ®,(9) et \, = a,¥.(9) ol a, est une constante
qui ne dépend pas de ¥.

6. Cas du pole + = —¢. Comme s_;, = (0,0, 1), Y_, = (0,0, 1).
Lorsque —17 est zéro simple de F, i.e., quand » # w, (3.10), la seule
singularité associée & —1 est ainsi polynémiale en x et y. On est donc en
présence d'un pdle 7 “‘régulier’”” au sens de [5], p. 239. C’est d’ailleurs le
seul cas de podle régulier qui se présente: les Z, ne sont jamais poly-
némiaux; et pour qu'un Y, le soit, il faut que 7 soit de la forme —ia
avec « entier naturel. Or F n'admet que —¢ comme zéro de cette forme.

THEOREME 6.1. Supposons que:

a) w # wy

b) 1o # 1

c) le seul zéro de F dans la bande (fermée) Coyon, €St —1.

Soit G ¢ EY 4. (Q). Soit 91 % —1, compris entreno et 0. 61 = 01 + m + 1.
Soit U = (w1, ws, p) Vunique antécédent de G dans Dy, ¢, (Q). Alors il
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existe C constante indépendante de Y telle que:

+ 1Dl

Yo 1Y oo ()

=9 .

Ev, ,*rw(ﬂ).

”wlun%f%w(m + ”wZHH’{‘J%mm) + ”Dxp”fizf"o-%om’

Remarque. Ce théoréme généralise (5.6). On perd seulement ||| 23 . @-

Preuve. Lorsque, ni 5o, ni 7., n’est égal & —1, c’est une simple applica-
tion du Théoréme 5.3: %o — U ., = (0,0, \_;) et U, égale U, ou X,
Lorsque, par exemple, np = —1, en utilisant le Lemme 3.7, on définit
#i_ysur B par

ﬁ~1(£7 0) = ”2—1(0)7

et de méme 7_;. On montre de méme que pour le Théoréme 4.1 que
U_, = e¢'¥ii_, appartient a H;';Jrfm (B), ainsi que V_;. De méme que dans
le Théoréeme 4.2, comme [ ne s'annule pas a l'intérieur de C, ,_, on
obtient U_; = U et V_1 =V ot U et V sont les deux premieres com-
posantes de % ... Donc U, V € H™ (B).

LTS
Avec les relations:

@W; = Ucosf — Vsind

Wy = Using + V cos b

D.p = f1 + Aw,

Dp = fo + Aws,,

on arrive a la conclusion du théoréme.

7. Introduction du probleme sur le polygone. Q désigne dans toute
la suite un polygone connexe. Ses sommets sont notés 4y, ..., Ay. Pour
chaque jdans {1, ..., N}, Q coincide au voisinage du sommet 4 ; avec un
secteur ©;. Soit w; 'ouverture de Q.

On peut toujours supposer les sommets de @ suffisamment éloignés pour
que, pour tout j, D(4 ;, 4) ne contienne pas d’autre sommet de @ que 4 ;.

¢, désigne une fonction de troncature C” telle que:

¢;=1lsur D(4, 1)
¢, = 0 en dehors de D (4, 2).

On compléte I'ensemble ¢4, ..., ¢y par une fonction ¢, de fagon a
obtenir une partition de ['unité sur Q.

I existe un ouvert régulier o, contenu dans €, qui contient le support
de ¢ et qui est distant d’au moins 4 de chaque sommet 4 ;.

Voici les espaces & poids que nous utiliserons: pour le poids (vi, . . ., )

https://doi.org/10.4153/CJM-1982-059-2 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1982-059-2

OPERATEUR DE STOKES 871

€ R¥, noté v, et m entier positif:
(7.1) % = {u€ L (Q)/du€ Hp (@), =1,..., N;pou € H"(Q0)}.

Avec le produit scalaire qui s'impose, H'Y est un Hilbert. u € Iy (Q)
signifie que # € Hio.(Q) et que, pour tout j € {1, , N} et |a 5 m,

D (u) € LP(Q)

(r; désignant la distance & 4 ;).

Nous utiliserons les notations suivantes pour les poids: ¥ =< ' signifie:
Vi€l ..., Nl y; £~/ sup (v, ¥') = v” signifie Vj € {1, ..., N}
v/ =sup (v;,v;).SiB € R, BestI'élément (B,...,8) de R¥.

Voici deux propriétés évidentes des II'.?: si vy=79/, H?C»H?, les
dérlvatlons envoient Iy dans T%~1.

Aussi, & partir des espaces ILY(Q) on définit les espaces D.{(Q) et
E%(2) de la méme fagon que les Dy, ,_ etles EY , & partir des H:
cf (1.4) et (1.5).

Notons /% l'opérateur de Stokes avec données nulles aux bords qui
envoie Dy (Q2) dans Ex(Q). Notre objet est I'étude des opérateurs ¥¥.

De fagon analogue au secteur, les résultats dépendront:

i) des valeurs caractéristiques des espaces:

(72) n=y—(m+1) cf (1.6)

ii) des zéros des fonctions discriminantes (1.7) associées aux ouvertures
Wi

00 07cn

2 2 - 2
sh™rw; — 7°sin” w;
2 .

Fy(r) =
On notera: % ; I'ensemble des zéros de F;; % ; I'ensemble des zéros
doubles. Pour n et n’ € RV:
(7.3)  F,(n,n) =F,N Cojnyrs F i) =F /N Cy 0
oll, comme d’habitude,
Cyjny = {7 € G/Im 7 € [n; 0]}

Les singularités apparaissant sur les secteurs @; vont intervenir. C'est
pourquoi on note:

(7.4) pour r € % ,, V;, est la singularité (5.12) relative au secteur ;.
(7.5) pour 7 € # /, Z;, est la singularité (5.13) relative au secteur Q,.

Comme nous sommes dans le cas borné, c’est le comportement au voisinage
de 4 ;des Y;, et Z;, qui importe. D’otl les troncatures:

(7 6) Ujf = ¢ij7 pour 7 Eg-j
’ er = ¢ij,— pour 7 E?I
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La singularité a I'infini étant ainsi court-circuitée, on a:

LEMME 7.1. Soit 7 € & ,, resp. 7 € F /. Pourm € Nety € RY fels que
y;— (m+1) > Imrona:

Uj7 e DZ;(Q), 765?. Vj-, € DZ?(Q)

Par contre, comme Uj, est “‘en r;'"" et V;, est “‘en #;" Log »;” (cf.
Théoréme 5.3), on a:

LEMME 7.2. Si une somme:

N

2 2 MU+ 2wV

j=1 TEF j TEF '
Imr>n; Im7>n;

appartient & Dy (Q), alors tous les coefficients N, et p;- sont nuls.
D’autre part, comme ¥ V,, = 0 et ¥Z;, = 0, on a:

LEMME 7.3. Soit 7 € F ;, resp. v € F ;. Pour tout m € N et tout v € RY,
ona:

S U;. € Ex(Q), resp. LV € Ex(Q).

8. Théoremes généraux. Dans le cas du secteur, I'hypothése “Fn’a
pas de zéro de partie imaginaire 7o ou 7., jouait un réle fondamental
(Théorémes 5.1, 5.2, 5.3). C’est pourquoi nous sommes amenés a formuler:

Définition 8.1. Pour m entier et y € R¥, I'hypothése Sy est définie
par: Vj € {1,..., N}, F; n’a pas de zéro de partie imaginaire 7; (7.2).

THEOREME 8.2. (décomposition en parties réguliére et singuliére). Soit
m € N;v, ¥ € RY tels que:

Y S ¥ ey, Ky, soient vérifiées.

Si U € Dy (Q) est tel que S U € Ex(Q) alors U se décompose de maniére
uniqie en:

(8.1) 02/0+]§N:( > MU+ 2 uj,Vj,)

=1 \reF;im.n’) T€F i (')

ou U, € Dy(Q) et vérifie les estimations:
®2) %l , =clFl,, +1%] )
Y Y Y

Preuve. Pour chaque j dans {1, ..., N} la troncature par ¢; nous
raméne au cas du secteur 2; pour les poids y,en O et v,/ enoo..% (¢, ) €
Ef,”j,,j»(ﬂ) avec la majoration:

83) 1S g , S CUSU .+ [Ullan st i),
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L’application du Théoréme 5.3 (parties 1) et 2)) pour le second membre
& (¢,) et pour chaque j permet de construire % ¢ vérifiant (8.1) et (8.2).

Remarque. A 'aide des inégalités (8.3), on montre que I’on a mieux que
(8.2): %, vérifie les majorations:

88 U, o S CULU, o+ [Wlam s i)

THEOREME 8.3 (Image fermée). Les conditions sutvantes sont équivalentes:
(1) A est vérifiée.
(2) S est a image fermée.

Preuve. (1) = (2).Si % € D%, on a, avec les notations du Théoréme
8.2: U = U, U vérifie donc les estimations améliorées (8.4):

121 o S CUSU,_ o+ 1% amssxian saxan i)
Y Y

Les estimations de [1] relatives & l'ouvert régulier @, permettent d’en
déduire les estimations a priori:

H%HD C(HV%H + HOZ/II

Comme on montre que pour tout entier m posmf I'injection de Dy dans
DY est compacte, on est ainsi dans les conditions du lemme de Peetre,
d’ott I'on déduit que Y est a image fermée (de plus, son noyau est de
dimension finie).

(2) = (1). On suppose que%$ n’est pas vérifiée. Il existe donc j et 7
telsque F;(r) = 0etIm 7 = n;.

En considérant la suite %, = r;1*U,,, on voit qu’il n'existe pas de
constante C indépendante de = telle que

Ul | w = CUSU|, o+ 1 )
Y Y Y

D’aprés le lemme de Peetre, on déduit que I'image de % n’est pas
fermée, ou le noyau de V¢ n’est pas de dimension finie.

Or Ker % est de dimension finie: en effet soit ¥’ = v tel que H#'%
soit vérifiée; Ker V@ est de dimension finie et contient Ker 5’$

Donc Im ¥ ¥ n’est pas fermée.

9. Existence de solutions. Contrairement au cas du secteur (Théoréme
5.3), nous n’avons pas encore de conditions d’existence de solutions. Nous
partons du théoréme suivant, issu de la résolution d’'un probléme varia-
tionnel: [9].

THEOREME 9.1. Soit (f1, f2, g) € H™! X H1 X L2(Q) tel que

f gdxdy = 0.
Q
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Il existe un unique (wy, we) € Ho' X Ho'(Q) et un élément p de L*(Q) unique
a une constante additive prés tels que:

S (wy, we, p) = (fu, f2, 8).
La relation entre ‘‘solution variationnelle’’ et espaces a poids se fait par:
LEMME 9.2. .St m et v sont tels quen =< 0 alors
Ey S H' X H X L2 et Dy S Hy' X Hot X L2
S'il existe j tel que n; > 0, ces inclusions sont fausses.

THEOREME 9.3 (régularité de base des solutions variationnelles). Si
(f1, f2, 8) € Epsq est tel que

f gdxdy = 0,
Q

alors ‘le” (wy, wy, p) donné par le Théoréme 9.2 est dans Digy44.
Preuve. Nous avons:
(w1, wa, p) € Hol X Ho' X L2(Q).

L’inclusion de H,' dans IIy' est classique. Ainsi (w;, w., p) est dans
It X IIy! X L2, doncdans Dy~ !. Le théoréme se déduit alors du Théoréme
de régularité 5.2 appliqué aux @; (pour 7o = 7, = 0) et de la régularité
intérieure sur Qo[1], en opérant par partition de l'unité.

APPLICATION DU THEOREME 8.2. Soit m et v tels quen = 0 et ,%’.}" soit
vérifiée. Soit (f1, f2, g) € Exytel que

f gdxdy = 0.
Q

“La" solution variationnelle U = (wi, ws, p) donnée par le Théoréme 9.1
appartient & Dy 4y et se décompose selon (8.1) avec:

Y=m+1 @ =0).

Nous retrouvons comme cas particulier (y = 0) le résultat de [6].
Nous allons établir 'existence de solutions en dehors du cadre varia-
tionnel: n > 0.

LEMME (et notation) 9.4.a) Sin < 1, I3+ & Lt

-9 e ny AR

est un hyperplan fermé de Ey qui contient Im S 5. (739 désigne évidem-
ment la 3¢ composante de G .)
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b) S'il existe j tel quen; > 1, alors: il existe U* € D$ tel que

f; T (LU*) = 1.

* .
Dans ce cas Ey désignera Ex.

Preuve. a) Lorsque n < 1, on montre facilement a 'aide de I'inégalité
de Cauchy-Schwarz que

H?‘FZ < Wl.l et H7.$+l (@ Ll'
*
Les propriétés de Ey découlent alors de la formule de Green car:
1r3g = div ('wh 'LUz) et  wiee, Waee = 0.

b) Nous allons montrer un résultat plus précis dont découlera facile-
ment le résultat annoncé.

LEMME (et notation) 9.5. Soit j € {1, ..., N}. Dans tout I'ensemble des
singularités U, pour v € F ,, et des singularités V., pour r € F |, il existe
un seul élément U * tel que:

f Ws(ij*) ;é 0

Q

S?» w; # wo, Uj* = U]"i 072 wo est déﬁﬂ’l en (310). 57/ wW; = Wy, Uj* = Vj'i.
Preuve. Soit (w;, ws, p) une singularité. C'est un U;, ou un V.

& (wr, we, p) = (f1, f2 8)-

Comme les Y, et ¥ Z;. sont nuls, le support de g est contenu dans la
couronne

C(Aj,1,2):fng=f(2.g.

On est ramené au cas du secteur. C'est pourquoi nous nous replagons
dans le cadre du début: © secteur de sommet 0, d’ouverture w, etc.
(w1, ws, p) estun ¢ ¥V, ouun ¢Z,.

Effectuons sur (w1, we, p) et (fi, f2, ¢) les transformations xp et xz
définiesen (2.1) et (2.2). Nous obtenons:

fgdxdy =f (DU + U + DyV)e'dido
Q B

=fD,(e’U) + Dy(e'V)dtde.
B

Comme supp g C C(0, 1, 2), on intégre en (¢, ) sur le rectangle
R = [0, Log 2] X [0, w].
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Tout étant C® sur R, on peut appliquer la formule de Green. D’ou:

fgdxdy =f e'(Uv, + Vwg)db.
Q R
U et IV étant nuls sur les trois c6tés de R: 0 = 0,0 = w, t = Log 2, il
reste { = 0:
9.1) f gdxdy = f U(0, 6)de.

Q 0
Si (w, we, p) est un ¢ ¥,

U0,0) = s1(8) ou (s1, s, s3) € Ker S:\{0}

(considérer (5.10) et (5.12) en remarquant que ¢ vaut 1 pour » = 1).
(9.1) donne:

f gdxdy = f s1(0)de.
Q 0

Sit #14,51 = —so'/(ir + 1); comme s, € Hy'(]0, w[) on a donc:

f gdxdy = 0.
Q

Si 7 = 1, le calcul de Ker .S; montre que I'on a:
s1(8) = cos (20 — w) — cos w.
D’ol
f gdxdy = sin w — w COS w;
Q

c’est nul si et seulement si {gw = w.
Si (wy, we, p) est un ¢Z,, (9.1) donne a l'aide de (5.11) et (5.13):

fgdxdy =f a1(6)do
Q 0

ol (o1, a2, 03) est tel que S,(oy, 02, 03) = —S, (51, S, $3). Si 7 ¥ 4, on a:
181 + o2’
o= —
! 4+ 1
Comme

f: 51(0)d0 = O et o2 € HOI (]07 wl)y

on a:

f gdxdy = 0.
Q
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Si r = 1, il ne reste que le cas ol w = w, (sinon Z; n'existe pas). Un
calcul explicite montre alors que

0

THEQREME 9.6. Soit m, v tels quen = 0 et%ﬂ soit vérifiée. Pour tout
9 ¢ EY (notation 9.4), il existe U € DY tel queY@ 9.

Preuve. Pour j € {1, , N}, $,9 ¢ EV - (?;). Par le Théoréme 5.3,
nous savons qu'il existe V € Dy, (2)) tel que L7 ; = ¢,%. Soit
Uy =307 ;.

Uy € Dy(Q) et G —F Uy € Eq

(il est nul sur tous les D(4 1)).

Si n < 1, nous voyons par le Lemme 9.4 que ¥ — Y%, ¢ Em+l
Le Théoréme 9.3 nous donne un antécédent %, dans Diy4q 2 G — LU,
Commen 2 0, Dy C Dy. U = U + %, convient.

Si 37 tel que n; > 1, considérons le Z* du Lemme 9.4. Il existe un
coefficient ¢ tel que

g —“y@/o—&y%* € E*"r:'l-i-l'
On termine comme dans le cas précédent: % = U + U* + U .

Application. Pour m et vy tels que HY soit vérifice et & € E‘? le
théoréme précédent et le Théoréme 8.2 appliqué pour ¥’ = sup (y,m + 1)
fournissent des solutions au probléme % = % ainsi que leurs décompo-
sitions en parties réguliéres et singuliéres.

10. Théoremes d’indices. Nous utiliserons les quantités suivantes:
P(n) = Z (card # (0, n) + card % ;/(0, n))

D(n) = Z (card # ;(n, 0) + card & }/(n, 0)).

THEOREME 10.1. m, v sont tels que Ay soit vérifiée.
a) On supposen = 0:
al: sin > —1Ker Sy est engendré par (0,0, 1),

Codim (Im %) = 2@) + 1.
a2: s'tl existe j tel quen; < —1,5y est injectif,

Codim (Im %) = 2().
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b) On supposen = 0:
bl:sin <1

dim Ker % = £ () + 1,
Codim (Im %) =

b2: s'il existe j tel que n; > 1, Ly est surjectif,
dim Ker 5% = Z(n).

Preuve. a) Les propriétés du noyau proviennent du Théoréme 9.1
(cadre variationnel) et du fait que, dans le cas al, (0, 0, 1) € D%, et dans
lecasa2, (0,0,1) ¢ D?.

Les propriétés de l'image viennent de la décomposition en parties
réguliére et singuliére (voir Théoréme 9.3 et application). Dansle cas al,
les U ;, pour 7 € F ;(n,0) etles SV, pour 7 € F /(n, 0) forment une
base d'un supplémentaire de Im % dans EY Dans le cas a2, la codi-

mension de I'image baisse d'un cran parce qu'il y a une relation de liaison
entreles S U, V. et Im #%: Nous avons:

y(g $;(0, 0, l)) =

D’ou:

Z ij.-—i = _y[¢0(0v 0, 1) + ;1 ¢J’(0y 0, 1):|

nj<—1
(car Y_; = (0,0, 1g,)).

On a donc:

2 LU - € ImLY.
nj<—1
b) Le Théoréme 9.6 régle la question de I'image. Quant au noyau, les
Lemmes 7.3 et 9.5 montrent que les ¥ U, et ¥ V,, appartiennent tous 2
Em+1, A I'exception de LU *. Pour 7 € # ;(0,n) les U,, appartiennent
a DY et non & D4y Il existe donc des X ;; € Dy tels que SX ;. =
5 Uj, (Théoréme 9.3). On pose

Kj-r = ij_ij.

Les K, sont des éléments non nuls de Dy tels que K ;; = 0. On cons-
truit sur le méme modéle les L. & partir des V.

Dans le cas bl, les K;,, les L;, et (0, 0, 1) forment une base de Ker
S %. Dans le cas b2, la dimension baisse d’un cran a cause des U;*: soit

Jo={j€(1,..., N},n >1}.
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Supposons que

f (S U = 1.

Q

Soit jo un élément fixé de Jo. On a alors Vj € Jo\{jo}
F(UF — Ui*) € Ema.

On construit alors comme ci-dessus des éléments de Ker V-’; a l'aide
des U;* — U, *. Dansles deux cas bl et b2, pour montrer que les éléments
construits forment une base de Ker Y?, on utilise le Théoréme 8.2
appliqué pour les poidsm + 1 et y: onarrive & décomposer un élément de
Ker #¥ en une partie “‘singulié¢re” combinaison linéaire des K, etc. et
d’une partie “réguliére’’ qui est un élément de Ker ¥4y, “‘singuliére”
et ‘“‘réguliére”’ étant pris au sens de Diy.y.

Voici le théoréme d’'indice général:
THEOREME 10.2. m, v sont tels que%ﬂ-}" soit vérifiée. Alors
Indy.? =P — Z@).

Preuve. Nous allons faire la démonstration dans le casot —1 < n < 1.
Pour simplifier les expressions, nous condensons les notations de la fagon
suivante: les fonctions U, pour 7 € # ;(0, n) et V,, pour 7 € % /(0, n)
constituent un ensemble de U, avec p décrivant un ensemble fini P.
On a évidemment: card P = £? (n). Ce sont les U, qui servent A construire
une base de Ker %/, ott ¥' = sup (y, m + 1). Rappelons le schéma:
pour p € P, soit X, € D4y tel que X, = FU,. On définit K, =
Up — Xp. {K,/p € P} et (0,0, 1) forment une base de Ker 7.

D’autre part, les fonctions Uj;, pour r € % ;(n, 0) et V, pour
7% /(n, 0) constituent un ensemble de U, avec ¢ décrivant un ensemble
fini Q (disjoint de P, bien sfir!). Les U, sont les fonctions singuliéres
relatives a Sy ol

v =inf (y,m + 1); card Q = Z(n).
Caractérisons le noyau de #+. Evidemment:
Ker ¥y C Ker Sy

Il suffit de déterminer les (a,),¢p dans G pour lesquels

> 4,K, € D} (condition %).
oep

Commeles U, € Dy (Lemme7.1), % équivaut a:
20,X, € Dy.
OrX, € Dpyet X, = LU, € Ey. (Lemme7.3).
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Le Théoréme 8.2 appliqué pour les poids ¥" et m + 1 donne:
X, =Xp0+ Z M Ug

q€Q

avec Xy, € Dy
Donc % équivaut a:

2 2 Uy € Dy

PEP q€Q

Le Lemme 7.2 fournit alors:
> a,K, € Dy"
pEP

équivaut a: Vg € Q

Z Ay, = 0

DEP

Soit Ap g I'application linéaire G — C@ définie par

(ap) = (b)) = (Zazr)‘p,q) .
PEP
Nous avons:
dim Ker ¥y = dim Ker Apgo + 1.

Pour avoir la codimension de I'image, déterminons les (b,) ;o pour lesquels

2 b LU € ImFy"

€Q

(condition 9). En effet, par les Théorémes 8.2 et 9. 6 nous savons que les
LU, engendrent un complémentaire de Im %y dans ET 9 équivaut a:

Comme % et 3 b,U, appartiennent & Dy, & équivaut a:
3% € Dy",3 (g,) € C” ZbU => K, +U.

pEP

En faisant la méme décomposition que ci-dessus, on obtient que &
équivaut a:

1 () € (o qGZQbQUq - Z Zap)‘qu € D‘Y

PEP ¢€Q

Par le lemme 7.2 cela équivaut a:
() € C" Vg€ Q Zap Mg = by

De cela nous déduisons facilement que:

codim Im %% = Codim Im Apgq + 1.
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Finalement:
Ind %% = Ind Apo = card P — card Q.

Pour les autres cas, nous voyons pourquoi la formule de l'indice est
vraie quandn =< 0 (Théoréme 10.1, a) en remarquant qu'alors 2 (n) = 0)
et quand n = 0 (id. avec £(n) = 0). Dans le cas le plus général, la
démonstration procéde de la méme technique que ci-dessus (se ramener &
calculer l'indice d'une application d'un e.v. de dim. finie dans un e.v.
de dim. finie) en tenant compte des situations particuliéres lorsque 1'un
des n;est < —1ou > 1.

Nous laissons les détails au lecteur.

11. Cas ot n = —1. Toutes les fonctions discriminantes F; s’annulant
en —1, l'hypothése%$ n'est pas vérifiée si y — m 4+ 1) = —1, ie,,
si v = m. Cependant, grice a I'étude faite au § 6 du pble “régulier”
7 = —1, nous pouvons obtenir des résultats du type du Théoréme 6.1.

THEOREME 11.1*Supposons qu'aucune ouverture w; ne soit égale 4 wy
(3.10). Soit G € Eg (Q). Soit X, ‘‘solution variationnelle” du probleme:

FU =G (Théoreme 9.1).

Par le théoréeme 9.3, nous savons que U € D yy. Alors U se décompose de
maniére unique en une partie ‘‘réguliere’’ et une partie singuliére:

N
A11) % = Ut z( Y U+ T wrvﬁ>
T€EF i (—1, 0) T€EF ;' (=1, 0)

=1
T

oul U o vérifie les estimations (on écrit U o = (w1, ws, p)):

(112) ] s + [08] s + 1Dspl o + D201

< C(llgllEzl-i- ||‘/’Z/HD31+1)-
Preuve. Soit e tel que:
(11.3) e >0etVj€{l,..., NJ& (=1, —1 + ¢) soit réduit & —1.

L'application du Théoréme 8.2 pour y =m + eet ¥’ =m + 1 donne %,
dans Diy ¢ et la décomposition (11.1). La régularité supplémentaire de
U , et les estimations (11.2) proviennent de I'application du Théoréme 6.1
sur Q; pour les seconds membres . (¢,%) et les valeurs: 5o = —1 et
Mo = —1 + e

Remarque 1.

(11.4) Le majorant dans (11.2) peut se réduire 3 CH?/””E,,,
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En effet, V¢ € G,
LU+ (0,0,0) = 9.

Si on considére Z + (0, 0, ¢) au lieu de %, le membre de gauche de (11.2)
ne change pas, et le membre de droite devient:

191, + 1% + 0,00, .
m m-+1

Or une conséquence du Théoréme 10.1 pour n = 0 est que:
infeec |% + (0,0,0)] . =CIF] . = CIF] .
m+1 Em+1 Fm

D’ou (11.2).

Remarqgue 2. Une application immédiate du Théoréme 11.1 et de (11.4)
pour m = 0 donne que, si aucun w; n’est égal a wy (3.10), I'opérateur

S (I N Hot) X (2N Hol) X (H1/C) — L2 X L? X I,

est & image fermée (parce qu’'on a remplacé I, par H'/C). 1l est injectif
et son image est de codimension 1 + Z(—1 + &) (ol e vérifie (11.3)).
Pratiquement:

2(—1 +¢) = card {j/w; > 7} + card {j/w; > wd}.

Lorsque © est convexe, £(—1 + ¢) est nul et on retrouve le résultat
de [4].
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