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QUELQUES PROPRIÉTÉS SUR LE NORMALISATEUR 
D'UN PSEUDOGROUPE DE LIE TRANSITIF 

O D I N E T E R E N É E ABIB 

I n t r o d u c t i o n . E t a n t donné une variété différaitiable M, deux pseudo­
groupes «if i et«if 2 sur M sont dits appar teni r au même type, s'il existe un dif-
féomorphisme local de M t ransformant «if i enJ?f 2. 

Le problème général de la recherche des pseudogroupes sur M peut être 
énoncé de manière suivante: 

(1) Déterminer tous les types des pseudogroupes sur M, et pour chaque 
type un représentant particulier. 

(2) Pour chaque pseudogroupe ainsi obtenu, déterminer le plus grand 
pseudogroupe sur M dans lequel il est invariant . 

Dans [5], E. Cartan a utilisé cet te méthode pour classifier les pseudo-
groupes sur R2 ; pour une démonstra t ion plus récente voir [6]. Ceci mont re ce 
plus l ' intérêt d 'étudier le normalisateur d 'un pseudogroupe de Lie i f sur M'. 

Le bu t principal de ce travail est d 'établir certaines propriétés sur la suite 
de normalisateur {Œz(j£f)} de «if dans le pseudogroupe de Lie de tous les 
champs locaux de vecteurs sur M. 

Nous montrerons essentiellement les résul ta ts su ivants : si L est une sous-
algèbre graduée transit ive de D ( V), alors sa suite de normalisateurs dans D ( V) 
est s ta t ionnaire; la suite {Œz(«if )} n 'est en général pas s ta t ionnai re ; si i f est 
un pseudogroupe de Lie sur R2 , alors sa suite de normalisateurs est s tat ion­
naire. 

1. P r é l i m i n a i r e s . Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un 
corps de caractérist ique zéro; considérons l 'algèbre 

W ) = I l (5* F*® V) 

où SlV* ® V est l 'espace des polynômes homogènes de degré / sur V à valeurs 
dans V, et pour la s t ructure d'algèbre de Lie, on a: 

[f®U,g®v]= f-(dug) ® v - g'(d,f) 0 U, 

dvg et dvf é t an t des dérivées par rappor t au vecteur U et v des séries formelles 
/ et g de 

Il (fV*). 
1^0 
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Evidemment D(V) est une algèbre de Lie filtrée complète, 

D(V) = D-1 D D° D Dl D . . . D Dk D . . . 

où 

D* = f i (51 V* (g) F) pour jfe è - 1 . 

Soit L une sous-algèbre fermée de D(F) , ayant une topologie définie par la 
filtration; sur Z,, on a la filtration induite: 

L = L-1 D Z° D L1 D . . . D L* D . . . . 

Posons gk = Lk/Lk+1, pour & ^ — 1, de sorte que 

gr(i) = 1 1 / 

s'identifie à une sous-algèbre de D(V)\ L sera dite transitive si g~l = L/L° 
= V; Si L = gr(L) on dira que L est graduée. 

2. Considérons L une sous-algèbre de Lie graduée transitive de D(V) : 

£ = ^ + g + g1 + £2 + • • • + gk + • • • 
et notons Nt(L) son /*me-normalisateur dans D(V). 

LEMME 2-1. 5^ /a matrice identité appartient à g, alors la suite de normalisa-
teurs de L est stationnaire. 

Preuve. L'algèbre L étant graduée, {7VZ(L)( z est une suite des sous-algèbres 
graduées de D(V): 

Nt(L) = v + gl + gl
1 + . . . + gik + . . . . 

Pour / = 1, on a [gi1, g] C g1 et g1 C gi1; aors [/, id] = / e s t dans g1, pour tout 
/ dans gi1; ainsi g1 = gi1; de [gi*, g] C g* et gk C gifc on obtient de façon 
analogue gk = gik\ d'où, 

iVi(L) = F + g1 + g1 + g2 + . . . + g * . . . 

à fortiori, 

7V,(L) = V + gl + g1 + g2 + . . . + gk + . . . , pour tout l £ 0; 

la suite {gi}i^o des sous-espaces de F* 0 F étant stationnaire, on obtient 
nécessairement notre résultat. 

THÉORÈME 2-1. Si L est une sous-algèbre de Lie graduée transitive de Valgèbre 
D(V), alors sa suite de normalisateurs dans D(V) est stationnaire. 

Preuve. De [gk+l, V] C gk, pour tout k ^ —1, on obtient gk+1 inclus dans 
l'ensemble (g*)+1 des éléments / de Sk+1V* 0 F tels que [/, F] C gk\ alors il 
existe un entier k0 vérifiant gk+1 = (gk)+1 pour tout k ^ ko] ainsi, 

L = F + g + g1 + . . . + g*° + g*°+1 + • • • 
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et 
N^L) = V + gl + g!1 + gl

2 + . . . + gx*0 + g*0+l + . . . 

où gi est l 'ensemble des é l é m e n t s / de F* ® F vérifiant les condit ions: 

[/, g] C g, [/, g1] C g», . . . , [/, g*»] C g*». 

La matrice identi té est dans gi et le résul tat découle du lemme 2.1. 

Exemples. (1) Soit g = s / (F) l 'algèbre de Lie unimodulaire; considérons: 

L = V + g + g'1' + g^ + . . . + g<*> + . . . 

alors, 

iV^L) = F + F* 0 F + G(1) + . . • + g w + • . . , 

et 

N2(L) = iVi(L). 

(2) Supposons g irréductible; lorsque L est de dimension finie deux cas sont 
à considérer: 

(a) Si L: V + g + g1 + . . . + gk avec g1 ^ {0} on a g2 = {0} et L = Nr (L) 
car L est simple (cf. [1J). 

(b) Si L = V + g on obt ient N t(L) = V + Nz(g) où iV^g) est le / 7 m e -
normalisateur de g dans F* (g) F. 

3 . S o i t L une sous-algèbre de Lie t ransi t ive fermée de D(V). 

L E M M E 3-1. Si I est un idéal fermé de L tel que gr(7) = g r ( L ) , alors I = L. 

En effet, / D / ° Z) / i D . . . D P D • • • é tan t la filtration induite s u r / on 
a P/P+1 = Lk/Lk+l, pour k ^ — 1, d 'après l 'hypothèse; ainsi L* = P + Z>'~hl, 
pour tout k ^ — 1 ; On vérifie, aisément par récurrence sur &, que L Cl I -\- Lk 

pour & ^ 0; puisque / est fermée, on a donc L C I> 

PROPOSITION 3-1. L étant une sous-algèbre transitive fermée de D(V) on a: 
(1) la suite de normalisateurs {Ni(L)} de LdansD(V) est stationnaire si, et 

seulement si, la suite {gr(Ni(L))\ est stationnaire. 
(2) Pour tout l ^ 0, notons gt Valgèbre anisotropic de Nt(L); s'il existe un 

entier l0 ^ 0 tel que la matrice identité sold dans gu, alors la suite {N\{L)} est 
stationnaire. 

(3) La réciproque de (2) est fausse. 

Preuve. L'affirmation (1) découle du lemme 3-1, car Nt(L) est un idéal 
fermé de Nl+1(L) pour / è 0; la par t ie (2) résulte du lemme 2-1 et de l'affir­
mat ion (1) ; pour démontrer (3) il suffit de considérer sur R2 le faisceau «if des 
champs de vecteurs de la forme: 

X = a-Ô/dx + (b + cex)d/dy 
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avec a, b et c dans R; alors 12i(oSf ) = 122( J^7) est le faisceau des champs de 
vecteurs sur R2 de la forme, 

F = a-d/dx + (6 + cex + dx + f-y)d/dy, avec a, 6, c, d e t / d a n s R; 

d 'au t re par t , gr(j£?) é tan t l 'algèbre graduée associée à S£ à l'origine de R2, 
on a: 

gr ( iO=R* + g et g i W i O ) =R* + g1 + g», 
où g est l 'ensemble des matrices de la forme: 

\b oj 
et g\ l 'ensemble des matrices de la forme: 

0 0] 
b cy 

4. En ce qui concerne la suite de normalisateurs d 'un pseudogroupe de Lie 
nous avons les résultats suivants: 

T H É O R È M E 4-1. Si ££ est un pseudogroupe infinitésimal de Lie transitif sur 
une variété differentiable AI, alors sa suite de normalisateurs dans le faisceau de 
tous les champs de vecteurs sur AI n est en général pas stationnaire. 

En effet, considérons sur R3 le pseudogroupe de Lie «if, d 'ordre 2, des champs 
de vecteurs de la forme, 

X = ad/dx +f(x)d/dy + {(v + f {x))z + g(x)ev}d/dy 

avec a, b dans R, / et g des fonctions different iates quelconques en x\ on 
démontre , après un calcul, que Œz(J$f ) est le pseudogroupe de Lie, d 'ordre 
/ + 2, des champs de vecteurs de la forme: 

Y = ad/dx+f(x)d/dy + [(Pl(x) + f (x)) z~+ g(x)ey}d/dz, 

Pi(x) é tan t un polynôme de degré ^ I en x. 

Rappelons que si ££ est un pseudogroupe infinitésimal de Lie sur M con­
tenant le champ de vecteurs identité alors sa suite de normalisateur est sta­
t ionnaire; Cet te remarque et la classification de Elie Car tan permet d'affirmer: 

T H É O R È M E 4-2. Soit^£ un pseudogroupe infinitésimal de Lie sur R2, alors sa 
suite de normalisateurs est stationnaire. 

Preuve. (A) Pour le cas intransitif, on a: 
(1) S£ est le faisceau des champs de vexteurs X sur R2 : X = f(x, y)d/dx, 

avec f(x, y) fonction dif ferent ia te quelconque de x, y\ Œi(J$f ) est formé des 
champs de vecteurs F sur R2, Y = f(x, y)d/dx + g(y)d/dy,avec g (y) fonction 
di f ferent ia te arbitraire en y. 
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(2) ££ est le faisceau des champs de vecteurs X de la forme, X = f(x)d/dx, 
avec f(x) une fonction différentiable arbitraire en x; fii(o£f ) est formé des 
champs de vecteurs F sur R2: 

Y = f(x)d/dx + g(y)d/dy, 

avec/(x), g (y) fonctions différentiables arbitraires. 
(3) SiJzf est formé des champs locaux de vecteurs X sur R2, X = f(y)d/dx, 

avec f (y) fonction différentiable quelconque en y, le normalisateur Î2i(«if ) est 
le faisceau des champs de vecteurs F sur R2: 

Y = (x-h(y) + f(y))d/dx + g(y)-d/dy. 

(4) .if est le faisceau des champs de vecteurs X = f(y)d/dx, avec f(y) 
solution d'une équation différentielle ordinaire linéaire d'ordre n + 1 en y; 
alors ïïi(oêf ) est formé des champs locaux de vecteurs Y = (ax + g(y))d/dx 
avec g (y) différentiable quelconque en y et a dans R; fi2(=£f) est le faisceau 
des champs de vecteurs 

F = (x-h(y) + g(y))d/dx + p(y)d/dy, 

avec h (y), g (y) et p(y) des fonctions différentiables quelconques en y. 
(5) Sio5f est formé des champs locaux de vecteurs X sur R2, 

X = (x-g(:v) + / (30)d /d* , 

avec g(3/) et f(y) des fonctions différentiables en y, on obtient que l ] j (^7) 
contient le champ identité. 

(6) Sio£f est formé des champs locaux de vecteurs X sur R2, 

X = (f(y) +x-g(y))d/dx, 

avec /(y) fonction différentiable arbitraire en y, g (y) solution d'une équation 
différentiable linéaire d'ordre n + 1 ordinaire en y, le normalisateur fii(oêf ) est 
le faisceau des champs de vecteurs 

X = (/(y) + x-h(y))d/dx, 

avec /(y) et h (y) des fonctions différentiables quelconques en y; En plus, 
122 (oèf) est formé des champs locaux de vecteurs 

Y = (f(y) + x-h(y))d/dx + g(y)d/dy, 

avec g (y) fonction différentiable arbitraire en y. 
(7) J$f est le faisceau des champs de vecteurs X sur R2; 

X = (a-x+f(y))d/dx, 

avecf (y) solution d'une équation différentielle linéaire ordinaire d'ordre n en y; 
eteSf = Oi(oâf). 

(8) J?f est le faisceau des champs de vecteurs 

X = (f(y) + x-g(y) + x*-h(y))d/dx, 
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avec/(3/), g (y) et h (y) des fonctions différentiables quelconques en y; alors 
fli(aSf ) est formé des champs locaux Y sur R2: 

F = (f(y) + ^ ( 3 , ) + x2^(3;))a/(9x + *(y)d/dy, 

avec ^(7) fonction differentiate quelconque en y. 
(9) Sioèf est le faisceau des champs de vecteurs X sur R2, 

X = (a + foc + cx2)d/dx, 

avec a, b et c réels, son normalisateur est formé des champs locaux de vecteurs 
F sur R2: 

Y = (a + foc + cx2)a/ax + / ( y ) d / a y , 

avec/(y) fonction differentiate quelconque en y. 
(B) La classification de E. Cartan nous donne une list de soixante et 

quatre pseudogroupes infinitésimaux de Lie transitifs sur R2; en faisant les 
calculs nécessaires, notre résultat découle du fait que dans chaque cas le champs 
identité appartient à un des normalisateurs. 
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