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QUELQUES PROPRIETES SUR LE NORMALISATEUR
D’UN PSEUDOGROUPE DE LIE TRANSITIF

ODINETE RENEE ABIB

Introduction. Etant donné une variété différentiable 17, deux pseudo-
groupes.Z'1 et £y sur M sont dits appartenir au méme type, s'il existe un dif-
féomorphisme local de M transformant. % en % s.

Le probléme général de la recherche des pseudogroupes sur M peut Ctre
énoncé de maniére suivante:

(1) Déterminer tous les types des pseudogroupes sur M, et pour chaque
type un représentant particulier.

(2) Pour chaque pseudogroupe ainsi obtenu, déterminer le plus grand
pseudogroupe sur M dans lequel il est invariant.

Dans [5], E. Cartan a utilisé cette méthode pour classifier les pseudo-
groupes sur R?; pour une démonstration plus récente voir [6]. Ceci montre ce
plus I'intérét d’étudier le normalisateur d’un pseudogroupe de Lie. & sur .

Le but principal de ce travail est d’établir certaines propriétés sur la suite
de normalisateur {Q (%)} de & dans le pseudogroupe de Lie de tous les
champs locaux de vecteurs sur 7.

Nous montrerons essentiellement les résultats suivants: si L est une sous-
algébre graduée transitive de D (1), alors sa suite de normalisateurs dans D (17)
est stationnaire; la suite {Q,(.%)} n'est en général pas stationnaire; si ¥ est
un pseudogroupe de Lie sur R?, alors sa suite de normalisateurs est station-
naire.

1. Préliminaires. Soit V un espace vectoriel de dimension finiec sur un
corps de caractéristique zéro; considérons I'algébre
D)= ]I (SV*® V)
120

ou S'V* ® V est I'espace des polyndmes homogenes de degré [ sur V' a valeurs
dans 1V, et pour la structure d’algébre de Lic, on a:

[fO® U, g®2] = f(dvg) ®v — ¢ (8,f) ® U,

dpg et 9,f étant des dérivées par rapport au vecteur U et v des séries formelles
fetgde

[ (s v#).

120

Regu le 31 aofit, 1977 et sons forme revisée, le 17 janvier, 1978,
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Evidemment D (1) est une algébre de Lie filtrée compléte,

D(V)=D1DD"DD'D... DD ...

D= ] (SV*® V) pourk = —1.
1

1Zk+

Soit L une sous-algébre fermée de D (1), ayant une topologie définie par la
filtration; sur L, on a la filtration induite:

L=L"'"DLDL'D...DLFD....

Posons gt = L¥/L**! pour k = — 1, de sorte que
er(@) = I1 ¢

s'identifie & une sous-algébre de D(V); L sera dite transitive si g—! = L/L°
= V;Si L = gr(L) on dira que L est graduée.

2. Considérons L une sous-algébre de Lie graduée transitive de D(V):
L=V+yg+gd+a+...+¢+...
et notons NV ,;(L) son /*™¢-normalisateur dans D (V).

LeMME 2-1. St la matrice identité appartient a g, alors la suite de normalisa-
teurs de L est stationnaire.

Preuve. L'algébre L étant graduée, {V,(L)}, est une suite des sous-algébres
graduées de D(V):

N;(L)—: ~V+gl+gll+...+glk+.‘. .
Pourl = 1,ona (gt g] C gletg! C g,';aors|f,id] = fest dans g!, pour tout
f dans gi!; ainsi g! = gi!; de [g/f, g] C g* et g8 C ¢* on obtient de fagon
analogue g* = g,*; d’o,

Ni(L)y=V4+g4+a+get+...+¢. ..
a fortiori,

N(L)y=V+g+g+g¢+...+¢+..., pourtout! = 0;

la suite {g,;} =0 des sous-espaces de V* @ V étant stationnaire, on obtient
nécessairement notre résultat.

THEOREME 2-1. 57 L est une sous-algébre de Lie graduée transitive de I'algébre
D(V), alors sa suite de normalisateurs dans D (V') est stationnaire.

Preuve. De [gFt, V] C ¢* pour tout & = —1, on obtient g**! inclus dans
I'ensemble (gF)*! des éléments f de S¥*11V* @ T tels que [f, V] C g*; alors il
existe un entier ko vérifiant gh*! = (g*)*! pour tout & = k¢; ainsi,

L=V4g+g + ...+ g+ goott .

https://doi.org/10.4153/CJM-1979-013-7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1979-013-7

126 0. R. ABIB

et

N(L)y=VH+a+a' +a”+... g+ o+

ol g; est 'ensemble des éléments f de V* ® 17 vérifiant les conditions:
[f,g] Cglfigl Cgly..olfigh] T

La matrice identité est dans g; et le résultat découle du lemme 2.1.

Exemples. (1) Soit ¢ = sl(17) I'algébre de Lie unimodulaire; considérons:

L=V-+g+eg®+g®+...+¢g%+...

alors,
NL)y =TV +TV*QV+GV ... +¢P 4 ...,

et

N2(L)

N (D).

(2) Supposons g irréductible; lorsque L est de dimension finie deux cas sont
A considérer:
(@)Sil:V+g+g+...+gfavecg! # {0fonag? = {0}et L = N,(L)
car L est simple (cf. [1]).
(b)Si L = V4 ¢ on obtient NV, (L) = 1V 4+ N,(g) ot N,(g) est le [7eme-
normalisateur de g dans V* ® V.

3. Soit L une sous-algébre de Lie transitive fermée de D(V).
LeEMME 3-1. 57 [ est un idéal fermé de L tel que gr(I) = gr(L), alors [ = L.

Eneffet, I DI DI, D ... DIt D ...¢étant la filtration induite sur I on
a I¥/I¥1 = LF/L*F1 pour k = —1, d’aprés I'hypothése; ainsi LF = If + LF+1,
pour tout k¥ = —1;On vérifie, aisément par récurrence sur k, que L. C [ + L*
pour & = 0; puisque [ est fermée, on a donc L C .

ProrositioN 3-1. L étant une sous-algebre tramsitive fermée de D (1) on a:

(1) la suite de normalisateurs {N (L)} de L dans D (V) est stationnaire st, et
seulement si, la suite {gr(N (L))} est stationnaire.

(2) Pour tout I 2 0, notons g, U'algébre d'isotropiec de N (L), s'il existe un
entier Ly = 0 tel que la matrice identité soid dans g ,,, alors la suite {N,(L)} est
stationnazrre.

(8) La réciproque de (2) est fausse.

Preuve. L’affirmation (1) découle du lemme 3-1, car N, (L) est un idéal
fermé de N1 (L) pour I = 0; la partie (2) résulte du lemme 2-1 et de l'affir-
mation (1); pour démontrer (3) il suffit de considérer sur R2 le faisceau ¥ des
champs de vecteurs de la forme:

X =ad/dx + (b 4+ ce®)a/dy
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avec a, b et ¢ dans R; alors Q(.F) = Q(F) est le faisceau des champs de
vecteurs sur R? de la forme,

V=0ad/dx~+ b+ ce® +dx + fy)d/dy, aveca,b,c, detfdansR;

d’autre part, gr(-¥) étant I'algébre graduée associée & & A l'origine de R?2,
on a:

gr(Z) =R*+g et gr((Z)) =R*+ g + ¢,

ol g est I’ensemble des matrices de la forme:

o]

et g; I'ensemble des matrices de la forme:

!

4. En ce qui concerne la suite de normalisateurs d’un pseudogroupe de Lie
nous avons les résultats suivants:

THEOREME 4-1. Si F est un pseudogroupe infinitésimal de Lie transitif sur
une variété différentiable M, alors sa suite de normalisateurs dans le faiscean de
tous les champs de vecteurs sur M n’est en général pas stationnaire.

En effet, considérons sur R3 le pseudogroupe de Lie ., d’ordre 2, des champs
de vecteurs de la forme,

X = ad/ox + f(x)a/dy + { (v + f'(x))z + g(x)e}9/dy

avec a, b dans R, f et ¢ des fonctions différentiables quelconques en x; on
démontre, aprés un caleul, que Q,(&) est le pseudogroupe de Lie, d’ordre
I 4+ 2, des champs de vecteurs de la forme:

YV =0ad/dx + f(x)d/dy + [(Pi(x) + f'(x)) =+ g(x)e’}d/ 0z,
P(x) étant un polyndme de degré < [ en x.

Rappelons que si & est un pseudogroupe infinitésimal de Lie sur M con-
tenant le champ de vecteurs identité alors sa suite de normalisateur est sta-
tionnaire; Cette remarque et la classification de Elie Cartan permet d’athrmer:

THEOREME 4-2. Soit & un pseudogroupe infinitésimal de Lie sur R2, alors sa
suite de normalisateurs est stationnaire.

Preuve. (4) Pour le cas intransitif, on a:

(1) & est le faisceau des champs de vexteurs X sur R%: X = f(x, v)d/9dx,
avec f(x, y) fonction différentiable quelconque de x,y; 2, (%) est formé des
champs de vecteurs Y sur R2, ¥V = f(x,y)9/9x 4+ g(y)a/dy,avec g(y) fonction
différentiable arbitraire en y.
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(2) & est le faisceau des champs de vecteurs X de la forme, X = f(x)d/dx,
avec f(xr) une fonction différentiable arbitraire en x; Q,(.%) est formé des
champs de vecteurs YV sur R?:

V = f(x)d/9x -+ g(y)a/dy,

avec f(x), g(y) fonctions différentiables arbitraires.

(3) Si& est formé des champs locaux de vecteurs X sur R, X = f(y)d/dx,
avec f(y) fonction différentiable quelconque en v, le normalisateur (%) est
le faisceau des champs de vecteurs ¥ sur R2:

V= (xh(y) + f(y))d/dx + g(v)-9/dy.

(4) &£ est le faisceau des champs de vecteurs X = f(y)d/dx, avec f(y)
solution d'une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre # + 1 en y;
alors Q,(.Z) est formé des champs locaux de vecteurs ¥ = (ax + g(y))d/dx
avec g(y) différentiable quelconque en y et a dans R; 2,(%) est le faisceau
des champs de vecteurs

V= (xh(y) + g(y))d/dx + p(y)d/dy,

avec h(y), g(v) et p(y) des fonctions différentiables quelconques en y.
(5) Si& est formé des champs locaux de vecteurs X sur R?,

X = (xg(y) + f(y))d/0x,

avec g(v) et f(y) des fonctions différentiables en y, on obtient que (%)
contient le champ identité.
(6) Si.¥ est formé des champs locaux de vecteurs X sur R?,

X = (f(y) + xg(¥))a/ox,

avec f(y) fonction différentiable arbitraire en y, g(y) solution d’une équation
différentiable linéaire d’ordre # 4 1 ordinaire en y, le normalisateur Q; (&) est
le faisceau des champs de vecteurs

X = () + xh(y))d/ox,

avec f(y) et h(y) des fonctions différentiables quelconques en y; En plus,
2 ( &) est formé des champs locaux de vecteurs

Y = (f(y) + xh(v))d/0x + g(v)a/dy,

avec g(y) fonction différentiable arbitraire en y.
(7) & est le faisceau des champs de vecteurs X sur R2;

X = (ax + f(y))9/0x,

avec f(y) solution d'une équation différentielle linéaire ordinaire d’ordre #z en y;
etcf = Ql(og)

(8) &£ est le faisceau des champs de vecteurs

X = (f(y) + xg(y) + x2h(y))d/dx,
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avec f(y), g(v) et h(y) des fonctions différentiables quelconques en v; alors
() est formé des champs locaux ¥ sur R2:

= (f(y) + xg(y) + x>h(y))8/0x + ¥ (y)9/ 8y,

avec y (y) fonction différentiable quelconque en y.
(9) Si.% est le faisceau des champs de vecteurs X sur R2,

X = (a + bx + ¢cx?)d/ox,

avec a, b et ¢ réels, son normalisateur est formé des champs locaux de vecteurs
Y sur R2:

V= (a+ bx + cx?)d/dx + f(y)d/dy,

avec f(y) fonction différentiable quelconque en .

(B) La classification de E. Cartan nous donne une list de soixante et
quatre pseudogroupes infinitésimaux de Lie transitifs sur R?; en faisant les
calculs nécessaires, notre résultat découle du fait que dans chaque cas le champs
identité appartient & un des normalisateurs.
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