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RAYON DE REGULARITE DANS LES ALGEBRES
INFRASEQUENTIELLES

MOHAMED OUDADESS

1. Introduction. Nous commengons par caractériser les algébres infra-
séquentielles (cf [11]) a l'aide du rayon de régularité. Nous montrons
qu’une algebre topologique (E, 7) est infraséquentielle si, et seulement si,
le rayon de régularité B8 est borné (i.e., I'image, par 8, de tout borné de (E,
7) est un borné de R ). Nous dirons qu’une telle algébre est B-réguliére.
Nous montrons qu’une algeébre B-réguliére pseudo-compleéte (cf [3]) a tous
ses caractéres bornés. En fait nous obtenons que I’ensemble des caractéres
(algébriques) M*, de E, est équiborné. Ce résultat recouvre et généralise
ceux de T. Husain et S.B. Ng ([12]), de G.A. Joseph ([13]) et de T. Husain.
([11]). Dans le cas des algébres séquentielles pseudo-complétes, nous
montrons que tout caractére est séquentiellement continu. Nous obtenons
des résultats analogues sur les formes faiblement positives.

Nous caractérisons les algébres fortement séquentielles par la continuité
du rayon de régularité. D’ou nous déduisons que ’ensemble M*, des
caractéres d’une algebre topologique (E,r) fortement séquentielle et
pseudo-complete, est équicontinu. En fait, il y a équivalence entre
I’équicontinuité de M* et la séquentialité forte de (E, 7).

Nous nous intéressons aussi aux algebres localement multiplicativement
convexes (a.l.m.c.) et montrons que toute forme faiblement positive, sur de
telles algebres involutives séquentiellement compléte unitaires, est bornée
améliorant ainsi le résultat bien connu de Do-Sin-Sya sur les formes
positives ([9] ou [1]). Nous montrons enfin que si E est une a.l.m.c. de
Fréchet munie d’une involution telle que py(x*x) = pi(x), pour tout A et
tout x, alors tout caractére f de E est continu si et seulement si il est
hermitien. De méme, si E est unitaire, toute forme linéaire est positive si et
seulement si elle est faiblement positive.

Je remercie Monsieur le Professeur M. Akkar d’avoir attiré mon
attention sur 'importance des éléments réguliers dans ’étude de certaines
propriétés d’algebres. Monsieur le Professeur T. Husain m’a recu pour
consultation, qu’il en soit vivement remercié. Je remercie enfin Monsieur
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le Professeur J.I. Nieto pour ses encouragements et pour de nombreuses et
stimulantes discussions.

2. Préliminaires. Soit E une algebre (complexe), munie d’une topologie
7. [E est dite topologique si E est une espace topologique tel que
lapplication (x, y) — x - y est séparément continue. Si 7 est séparée on dit
que E est séparée. Toutes les algebres que nous considérerons seront
séparées (et complexes.)

Si 7 est définie par une famille de semi-normes ( py)y, on dit que £ est
localement convexe. Si de plus les p) sont sous-multiplicatives (i.e., py(x -
y) = pa(x) - pa(y), pour-tout x et tout y) on dit que E est localement
m-convexe (a.l.m.c.).

T. Husain a donné, dans [11], les définitions suivantes, dans le cas ou la
multiplication est globalement continue:

(1) E est fortement séquentielle s’il existe un voisinage U de 0 tel que,
pour tout x de U, XkT 0.

(i) E est séquentielle si pour toute suite {x,}, x, — 0, il existe x,, €
{x,} tel que xf‘,',—: 0

(iii) A est infraséquentielle (resp. faiblement infraséquentielle) si pour
tout borné B de A4, il existe A > 0, tel que, pour tout x de B,
(Ax)*= 0 (resp. faiblement).

k

On a (i) = (ii) = (iil); cf page 413 de [11], Proposition 1.

Si E est une a.l.m.c. unitaire séquentiellement compléte, elle est
fortement séquentielle si et seulement si c’est une Q-algébre (cf
Proposition 2, de [12]).

Le cadre naturel des définitions (i), (ii) et (ii1) est la théorie des éléments
réguliers, et la technique adéquate est l'utilisation du rayon de régularité
B. D’ailleurs cette approche permet d’obtenir, de maniere simple, les
résponses a des questions non soulevées dans [11], [12] et [15].

Rappels (cf [4]). Soit (E, 7) une algébre topologique séparée:

1. On dit qu'une partie B de E est idempotente si B> = B+ B C B.

2. On désigne par B I’ensemble des disques bornés idempotents fermés
de E (contenant 'unité e, de E, si E est unitaire).

3. Pour tout x € E, on pose

B(x) = inf{r > O:{r‘l x)"},= est bornée}, ou inf¢ = oco.

B(x) est dit le rayon de régularité de x et B le rayon de régularité. On
vérifie facilement que
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(*y B\ - x) = |\ -B(x), pour tout A € C (0. 00 = 0)

(**) oo > |A| > B(x) entraine A\~ - x)"— 0.

n
4. Pour tout B € Bj, 'espace vectoriel Ep engendré par B est une
sous-algébre de E. Pour x € Eg, posons

lIxllg = inf{r > 0:r" ' - x € B}.

Alors (Eg; |||l ) est une algébre normée de boule unité B. On dit que (£, 1)

est pseudo-compléte si, pour tout B € By, (Ep; |||lg) est de Banach, ce qui

est le cas si (E, 7) est séquentiellement compléte (cf [3]). E = U{Ep:B €

B} si, et seulement si, pour tout x € FE il existe ¢ > 0 tel que

(c.x)*— 0. Dans toute la suite nous écrirons al.c. pour “algébre
k

localement convexe”.

3. Algébres fB-réguliéres. Nous caractérisons, maintenant, les algebres
infraséquentielles a ’aide du rayon de régularité .

PROPOSITION 3.1. Une algébre topologique (E, T) est infraséquentielle si, et
seulement si, B est borné.

Preuve. Nécessité: Soit B un borné de (E, 7). Puisque (E, 7) est infrasé-
quentielle, il existe A > 0 tel que (Ax)*— 0, pour tout x € B. Mais alors
k

B(x) = X!, pour tout x € B i.e., B(B) est borné. Suffisance: Soit B un

borné de (E, 7). Puisque 8 est borné, il existe m(0 < m < oo) tel que S(x)

< m pour tout x € B. Mais alors (m~ ' x)* 0, pour tout x € B. Donc
k

(E, 7) est infraséquentielle.

Remarque 3.2. 11 existe des algébres munies d’une structure bornologi-
que (i.e., ol on a une notion de borné) qu’on ne peut associer a aucune
topologie (cf [1] ou [10] ou [21]) et pour lesquelles le rayon de régularité 8
est définie et borné. Pour cette raison, nous posons la définition
suivante.

Définition 3.3. Une algébre topologique (E, 7) telle que B est borné sera
dite B-réguliere.

Exemple 3.4. ([11])
Exemple 1. Toute algebre normée est S-réguliére.

Exemple 2. Soit Cy(R) l'algébre des fonctions complexes continues a
supports compacts, munie de la topologie limite inductive stricte définie
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par les algébres de Banach C[—n, n] des fonctions continues sur
I'intervalle [—n, n]. Co(R) est une a.l.m.c. fortement séquentielle non
métrisable.

Exemple 3. L’algebre /|, des séries absolument convergente munie de la
convolution comme multiplication et de la topologie faible o(/}, /), est
séquentielle.

Exemple 4. Soit E = C,(R) I’algébre des fonctions complexes continues
bornées munie de la topologie strict B définie par la famille de
semi-normes { pg:¢p € Cy(R)}, ou

Co(R) = {¢ € C,(R):¢ s’annule a I'infini} et
Po(f) = sup f(x) - (x) .

E est infraséquentielle. Elle n’est pas séquentielle. Pour d’autres exemples,
voir [14] ou [15].

On peut montrer qu’une large classe d’algebres, les algebres localement
uniformément A-convexes, sont infraséquentielles. On écrit en abrégé
a.l.u.4-convexe. Ces algebres on été introduites dans [6] et plus ou moins
regardées dans [1] et [6]. Nous avons fait une étude systématique de leurs
propriétés fondamentales dans [17].

4. Caractéres et espaces de caracteéres.

THEOREME 4.1. Soit (E, ) une a.l.c. B-réguliére pseudo-complete. Alors
lensemble M* des caractéres est équiborné, i.e., pour tout borné B de (E, ).
U{f(B):f € M*} est borné. En particulier tout caractére est borné.

Preuve. Comme on sait que S est borné (Proposition 3.1), il suffit de
montrer que | f(x) | = B(x), pour tout x € E et tout f € M*. Pour tout r
> B(x), on a

r ' x)Yso.
k

Alors il existe B € Bg(cf préliminaires) tel que r ' . x € B. Soit I'algébre
de Banach (Eg; |||lg) et considérons la restriction, encore notée f, de f'a
Eg.Ona |f(x)| = lxllg = r. Dot | f(x)| = B(x).

Remarque 4.2. Si (E, 7) est localement convexe, on a B(x) = p(x) ou p
est le rayon spectral de x; et 'on a

|f(0)l = p(x) = sup{lg(x) |:g € M*}

d’ou immédiatement les résultats de [11], [12] et [15]. En fait, il est facile
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de voir que dans ce cas: (E, 1) est B-réguliére si, et seulement si, M* est
équiborné.

5. Algebres séquentielles. Nous caractérisons les algébres séquentielles
a 'aide du rayon de régularité B, ce qui nous permet de montrer que tout
caractére, d’une algébre (E, 7) séquentielle et pseudo-compléte, est
séquentiellement continu.

ProprosiTION 5.1. Une algébre topologique (E, 1) est séquentielle si, et
seulement si, toute suite (x,), convergent vers 0 contient un élément x, tel

que B(x,) < 1.

Preuve. Nécessité: Soit (x,), telle que x, — 0. On a aussi 2x, — 0.
Comme (E, 1) est séquentielle, il existe ng tel que

(2x

k
) — 0.
k

Dot B(x,) = 3 < I. Suffisance: Soit (x,), telle que x, — 0. Par
hypothese, il existe ny tel que B(x,,) < 1. Mais alors

xﬁ0—> 0.
k

THEOREME 5.2. Soit (E, 7) une a.l.c. séquentielle et pseudo-compléte. Alors
tout caractére de E est séquentiellement continu.

Preuve. Soit (x,), telle que x,, — 0 et f(x,)) # 0. Alors il existe ¢g > 0 et
une sous-suite (x,,P)p de (x,), telle que If(x,,p)l > ¢y. On a donc

-1

If(‘() : xnp)| > L
Par ailleurs

-1

€ " Xp, 0.
Soit pg tel que

Bley "xy,) < 1
(Proposition 6.1). Alors

fleo "x) | = Bleg %) < 1.
Contradiction.

Remarque 5.3. On peut également, pour obtenir le Théoréme 6.2,
montrer que B est séquentiellement continu et utiliser | f(x)| = B(x), pour
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tout x et tout f € M* Ceci exprime d’ailleurs une équicontinuité
séquentielle. Signalons aussi que (E, 7) est séquentielle si, et seulement si,
B est séquentiellement continu.

Remarque 5.4. On serait tenté de dire que tout caractére d’une algebre
topologique séquentielle commutative (non nécessairement localement
multiplicativement convexe) de Fréchet, est continu (cf [12]). En fait,
comme nous allons le voir, une telle algébre est une a.l.m.c.

ProrosITION 5.5. Si (E, 1) est une a.l.c. B-réguliére donc en particulier
séquentielle commutative de Fréchet, alors c’est une a.l.m.c.

Preuve. (E, 1) étant B-réguliére chacun de ses éléments est régulier et
alors c’est une a.l.m.c. d’aprés de Lemme 4 de [4].

Compte-tenu de la Proposition 6.5 et des résultats de [11], [12] et [15],
toutes les notions de “séquentialité” coincident dans le cas des a.l.m.c.
commutatives de Fréchet. On a:

ProposiTiON 5.6. Soit (E, 7) une al.m.c. commutative de Fréchet. Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) (E, 7) est fortement séquentielle.
(1) (E. ) est séquentielle.
(iii) (E, 7) est infraséquentielle.

6. Algébres fortement séquentielles. Nous caractérisons les algebres
fortement séquentielles a ’aide du rayon de régularité 8; ce qui permet de
montrer que tout caractere, d’une algébre fortement séquentielle et
pseudo-compléte (E, ), est continu. En fait, nous montrons que I'espace
M* des caractéres est équicontinu. L’algébre (E, 1) est commutative.

PROPOSITION 6.1. Une algébre topologique (E, T) est fortement séquen-
tielle si, et seulement, si, B est continu.

Preuve. Nécessité: Supposons (E, 1) fortement séquentielle et soit V' le
voisinage de 0 tel que

Xk, 0, pour tout x € V.
k

Alors, pour tout € > 0, W = €/2 - V est un voisinage de O et on a S(y) =
€/2 < ¢ pour tout y € W, car B(x) = 1, pour tout x € V. Donc B est
continue. Suffisance: supposons B continu et considérons le voisinage V
= [0, 1] de 0, dans R . Alors il existe un voisinage U de 0 tel que B(x) <

1, pour tout x € U. Mais alors ¥ 0 pour tout x € U i.e., (E, 7) est
k
fortement séquentielle.
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THEOREME 6.2. Soit (E, 7) une a.l.c. fortement séquentielle et pseudo-
compleéte. Alors I'ensemble des caractéres M* de E est équicontinu. Donc, en
particulier, tout caractére est continu.

Preuve. Comme (E, 1) est en particulier infraséquentielle on a | f (x)| =
B(x), pour tout x et tout f € M*. Le résultat découle alors de la
Proposition 6.1.

Remarque 6.3. Si (E, 7) est une a.l.c., on a B(x) = p(x), ou p est le rayon
spectral de x. Et 'on voit facilement que (E, 7) est fortement séquentielle
si, et seulement si, M* est équicontinu.

7. Formes faiblement positives.

Définition 7.1. Soient E une algébre munie d’une involution et f une
forme linéaire sur E. On dit que f est positifive (resp. faiblement positive) si
f(x*x) =0, pour tout x € E(resp. f (h*) = 0 pour h hermitien de E i.e.,
h* = h).

Rappels (cf [10] et [1]). 1. Une partie, B d’une algébre munie d’une
involution, est dite auto-adjointe si B* = {x*:x € A} = B. Elle est dite
*-idempotente si elle est idempotente et auto-adjointe.

2. L’enveloppe disquée, la fermeture, 'image directe ou réciproque par
un morphisme d’algebre involutif, etc . . . conserve I’*-idempotence.

LEMME 7.2. Tout élément régulier, d’une a.l.c. pseudo-compléte munie
d’une involution continue, est contenue dans une algebre de Banach munie
d’une involution.

Preuve. Elle est directe et est omise.

THEOREME 7.3. Soit (E, 1) une al.c. unitaire, B-réguliére et pseudo-
compléte, munie d’une involution continue. Alors
(i) l’ensemble des formes faiblement positives f, sur E, telles que f (e) = 1
est équiborné;
(ii) toute forme faiblement positive, sur E, est bornée.

Preuve. Comme au Théoréme 4.1.; il suffit de montrer que | f(x)| = B(x)
pour tout x € E et toute forme faiblement f telle que f(e) = 1. Pour tout r
> B(x), on a

r ' x)F50.
k

Alors il existe un disque borné *-idempotent fermé B tel que r ' . x € B.

Soit 'algébre de Banach (Ep; ||||g) et considérons la restriction, encore
notée f, de f'a E,. (Ep;||'l|g) est munie d’une involution et f est une forme
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faiblement positive sur E. Donc, d’apres ([19], Proposition 6.1), on a

lf(x)l = xllg = .

= B(x). Si f est une forme faiblement positive, on a

SOl = Byl fe)l.

T. Husain et S. B. Ng ont montré ([12]) que toute forme positive sur une
alm.c. (non nécessairement commutative) séquentielle complete est
borné. Nous améliorons ici ce résultat dans deux directions: nous
considérons des algébres plus générales et montrons que les formes
positives sont séquentiellement continues.

THEOREME 7.4. Soit (E, 7) une a.l.c. unitaire, séquentielle et pseudo-
compléte, munie d’une involution continue. Alors toute forme faiblement
positive est séquentiellement continue.

Preuve. (E, 7) étant séquentielle elle est, en particuler, B-réguli¢re et
donec, comme au Théoréme 7.3, on a |f(x)] = B(x). On raisonne alors
comme au Théoréme 5.2.

THEOREME 7.5. Soit (E, 7) une al.c. unitaire, fortement séquentielle et
pseudo-compléte, munie d’une involution continue. Alors toute forme
Jfaiblement positive est continu.

Preuve. On a encore | f(x)| = B(x); et on raisonne comme au Théoréme
7.2.

8. Algeébres localement m-convexes.

LEMME 8.1. Soit E une algébre localement convexe munie d’une involution
continue et f une forme linéaire sur E. Alors, si [ n’est pas bornée, il existe
une suite (x,,), bornée, formée d’éléments hermitiens de E, telle que { f(x,)},
soit non bornée.

Preuve. Si f n’est pas bornée il existe une suite {x,}, bornée telle que
{f(x,) } soit non bornee Or x, = X + i x, ou x, et x, sont hermi-
tiens. Donc {f (x,,) Y. ou {f (x)) }p est non bornée. Mais {x,}, est
bornée si et seulement si {x,}, et {x,,},, sont bornées car

Xl _ Xp + XIT et X2 _ Xn — X,T
n 2 n 21 >
et llnvolutlon est continue donc bornée. Par conséquent une des suites
{x,,},, et (x,,),, satisfait les conditions voulues.
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En utilisant I'ingénieuse technique de Do-Sin-Sya nous améliorons le
résultat de Dixon et Fremlin (Théoréme 2, de [8]) qui est déja une

généralisation d’'un théoréeme de Do-Sin-Sya (cf. [1] ou [8]).

LEMME 8.2. Soit E une a.l.m.c. unitaire séquentiellement compléte, munie
d’une involution continue et f une forme faiblement positive sur E. Alors:

1) f(h) est réel et | f(h)| = |hls, pour tout h hermitien.

2) fX(h) = f(h?), pour tout h hermitien.

3 | f(x) = p(x), pour tout x ou p(x) = |x * x|

1/2
s -

Preuve. Elle est la méme que dans le case des algebres de Banach munies
d’une involution (cf. par exemple la proportion (6,1), de [19]), compte tenu
du Lemme 1, page 298 de [13]. ||, désigne le rayon spectral.

THEOREME 8.3. Soit E une a.l.m.c. unitaire séquentiellement compléte
munie d’une involution continue. Alors tout forme faiblement positive sur E
est bornée.

Preuve. Soit fune forme faiblement positive sur E telle que f(e) = 1. Si f
n’est pas bornée, il existe une suite {x,}, bornée formée d’éléments
hermitiens telle que { f(x,)}), soit non bornée; soit par exemple | f(x,)| =
n. Mais les f(x,) sont réels donc en multipliant certains d’entre eux pour
—1 on peut se ramener a f(x,,) Z n. Alors {|x,/n}, tend vers 0 et f (x,/n)
= 1. En utilisant la technique de Do-Sin-Sya (cf [5] ou [7]) on compléte la
preuve par contradiction.

COROLLAIRE 8.4. Soit E une a.l.m.c. unitaire séquentiellement compleéte
munie d’une involution continue alors toute forme positive est bornée.

CoROLLAIRE 8.5. Soit E une a.l.m.c. séquentiellement compléte munie
d’une involution continue alors tout caractere hermitien est borné.

Nous nous intéressons maintenant aux formes faiblement positives et
aux caractéres dans des a.l.m.c. dont les semi-normes définissant la
topologie sont stellaires.

Définition 8.6. Soit (E, p) une algébre sur C, ol p est une seminorme
d’algebre sur E. On dit que E est stellaire si elle est munie d’une involution
telle que p(x * x) = p(x) pour tout x.

Remarque 8.7. On a p(x*) = p(x); donc I'involution est continue. En
effet: p(x*) = p(x) car

(1)  pHx) = p(x * x) = p(x*) - p(x) et

(2)  Px*) = plxx®) = p(x) - p(x*).
Maintenant si p(x) # 0, (1) donne p(x) = p(x*); et en remplacant x par
x* on a p(x*) = p(x). On a aussi: p(x) = 0 & p(x*) = 0.
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Rappelons la construction de la C*algébre enveloppante de (E, p).

Soit N = {x € E:p(x) = 0}. C’est un idéal bilatére auto-adjoint de E,
et la norme [|-|| déduite de p fait E/N une algébre normée involutive dont
la complétée E est une C*algébre.

Cette construction est donné dans [5] avec la condition (superflue) que

p(x*) = p(x).
ProrosiTION 8.8. Caractére x continu d’une algébre semi-normée stellaire
E est hermitien.

Preuve. Comme x est continu, il donne naissance a un caractére
continu
xi:(E/y, |I)) = C,
qui se prolonge alors en un caractére (continu)
XQIB — C.
X2 est hermitien, d’oli x hermitien.

THEOREME 8.9. Soit E une a.l.m.zc. commutative de Fréchet munie d’une
involution telle que py (x * x) = py (x), pour tout X et tout x alors tout
caractére de E est continu si et seulement si il est hermitien.

Preuve. Si x est continu, il existe p, telle que

X:(E,pr) = C
soit continu et on conclue a I'aide de la proposition précédente.

Si x est hermitien, il est continu (cf. [16]).

THEOREME 8.10. Soit E une a.l.m.c. unitaire de Fréchet munie d’une
involution telle que p) (x * x) = p;z\ (x), pour tout X et tout x et soit f une
Jforme linéaire sur E. Alors f est positive si et seulement si elle est faiblement
positive.

Preuve. Si f est positive elle est faiblement positive. Si f est faiblement
positive elle est continue (Corollaire 8.4.). Donc il existe Ay tel que

f(E» PAO) — C,

soit continue, mais alors f donne naissance a une forme faiblement
positive f” sur la C*algebre enveloppante de (E, P),)- D’apreés le Corollaire
(4.7.8) de [10], /! est positive et donc f est positive.

Avec le méme technique que dans la preuve du Théoréme 8.3. on peut
également étendre le Théoreme 11.1, page 178, de [7], aux formes
faiblement positives. Plus précisément on a le:
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THEOREME 8.11. Soit E une algébre topologique unitaire de Fréchet munie
d’une involution continue alors toute forme faiblement positive sur E est
continue.
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