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L'INVARIANT DE HASSE-WITT DE LA FORME DE KILLING

JORGE MORALES

RESUME. Nous montrons que I'invariant de Hasse-Witt de la forme de Killing
d'une algebre de Lie semi-smple L s'exprime a I'aide de I'invariant de Tits de la
représentation irréductible de L de poids dominant p = 5 (Somme desracinespositives),
et desinvariants associés au groupe des symétries du diagramme de Dynkin de L.

1. Introduction. Soit k un corps de caractéristique nulle et soit L une algebre de
Lie semi-simple dé&finie sur k. Nous rappelons que laforme de Killing sur L est laforme
guadratique définie par
D QL(x) = Tr(ad(x)?),

ou ad(x):L — L est I'opérateur lingaire défini par ad(X)(y) = [x.y], ou [, ] estle
produit de Lie. Il est classiquement connu que L est semi-simple si et seulement si Q
est non-déegénérée[1, Chap. |, Section 6].

Dans cet article nous nous proposons de déterminer I'invariant de Hasse-Witt de
QL pour une algebre de Lie semi-simple quelconque L. Rappelons que pour une forme

quadratiqueQ = (a3, ay. . . . , &), donnée sousformediagonale, I invariant de Hasse-Witt
de Q est défini par
_ 8.8
@) hQ =3[~ € Brek.
Lok

ou [&. 3 /K] est la classe dans le groupe de Brauer Br(k) de I’algébre de quaternions
(a. 8 /K). Il est bien connu que h(Q) est indépendant de la diagonalisation choisie pour
Q (vair, par exemple, [17, Chap. 2, 12.8]).

Ladétermination del’invariant de Hasse-Witt delaforme Q. est un probléme naturel
gu’ on peut se poser plusgénéralement pour toute k-algébre qui possede uneforme «trace»
non-dégénérée. Ce probléme et certaines de sesvariantes ont été étudiés notamment dans
le cadre des algébres commutatives étales [20], [8], [5], [22] et des algebres centrales
simples[21], [24], [13], [16], [4].

Dans le cas des algébres de Lie semi-simples, nous montrons que h(Q.) est en
étroite relation avec un invariant défini par Tits dans [25] pour les représentations de L
(théoréeme 4.2). La définition de cet invariant est rappelée au paragraphe 3.

Au paragraphe4 nousétablissonsuneformule decomparaisonentreh(QL) eth(QL )
oU L e €St une algebre quasi-déployée du méme type interne que L (théoréme 4.2).
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Finalement, au paragraphe 5, nous calculons h(QL ) pour une algébre quasi-déployée
(théoréme 5.2 et corollaire 5.3). Ce résultat, combiné avec ceux du paragraphe 4, donne
laformule générale pour h(Q) d’une algébre de Lie semi-simple quelconquelL.

La notation ci-dessous sera utilisée tout au long de cet article:

k un corps de caractéristique nulle

k lacléture algébrique de k _

M le groupe de Galois absolu Gal(k/k)

Br(k) le groupe de Brauer de k, identifie aH?(k, GL 1) et écrit additivement

[a] I'image dea € k* /k*? par I'isomorphisme canonique k* /k*? =
HY(k.z/2z)

L une algébre de Lie semi-simple sur k

QL laforme deKilling de L

h(L) I"invariant de Hasse-Witt de Q. (au lieu de h(Qy))

d(L) le déterminant de Q. (au lieu de d(QL))

H une sous-algébre de Cartan de L définie sur k

Vv le produit tensoriel V @y k, ol V est un espace vectoriel sur k.

®(L,H) lesysttmederacinesdelL par rapport aH.

REMERCIEMENT. L’auteur remercie le referee pour ses commentaires et pour avoir
suggéré d'inclure I’exemple 2.

2. Quelquesrappelssur lesalgebresdeLie. Avec les notations précédentes, soit
® = ®(L,H) c H' I’ensemble des racines de L. Comme H est définie sur k, I’ ensemble
@ porte naturellement une action du groupe de Galois I'y.

DEFINITION 1. NousdisonsqueH est déployéesur ksi I’ actionde ™ sur @ est triviale
(c'est-a-dire si toutes les racines sont définies sur k). Nous dirons que L est déployée si
€lle admet une sous-algebre de Cartan déployée.

Nous aurons aussi besoin de la notion plus générale d’ algébre quasi-déployée.

DEFINITION 2. UnealgebredeLiesemi-simple L définie sur k est dite quasi-déployée
si L admet une sous-algebre de Borel B définie sur k.

Etant donné une algebre de Lie semi-simple L définie sur k, nous pouvons|ui associer
I’'uniquealgebre deLiedéployéel g sur kayant lemémesystemederacines[2, Ch. VIII,
Section 4, No 3]. Ceci permet de considérer L comme une forme tordue de I’ alg&bre
déployée associée L g et d’ appliquer le formalisme général de la descente galoisienne
avec L ggp comme «point base».

Soit A ut([dép) le groupe des automorphismes de Edép, pris comme groupe algébrique
défini sur k. Soit f:L — Edép un isomorphisme sur k. L application c: My — Aut([dép)
définie par c(v) = f o ¥(f)~* est un 1-cocycle dont la classe dans H*(k, Aut(fdép)) est
indépendante du choix de f. Cette classe sera notée par [L]. Par le formalisme général
de descente galoisienne [19, Chap. 10], la correspondance L — [L] donne lieu a une
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bijection
[ Classesd’ isomorphisme ] B
() d'algebresdeLiel surk p «— H'(k, Aut(L gep)).-
avecL ~ Ld’ep

Commenousleverronspar lasuite, lefait qu’ en général le groupeAut(Edép) n'est pas
connexe au sens de la géométrie algébrique pose certains problemes techniques pour les
applications que nous avons en vue. Nous allons donc avoir a considérer la composante
connexede |’ éément neutre Auto(L qep) et le quotient fini X := Aut(L gep) / Auto(L dep). I
est bien connu que X s'identifie canoniquement au groupe des symeétries du diagramme
de Dynkin de L g [2, Chap. VIII, Section 5, No 1].

Soit Hgep C Lgg une sous-algebre de Cartan. Nous fixons une fois pour toutes un
épinglage E g de (L gep. Haep) au sens de [2, Ch. VIII, Section 4, No 1]. Le sous-
groupe ¥’ de Aut(L gep) qui préserve E g s'identifie & = par la projection canonique
j: Aut(L gep) — Z; donc la suite exacte

4 1 — Auto(L ) — AUtLgep) - = — 1

est scindée sur k [2, Chap. V11, Section 5, No 3, corollaire 1].
Soit s:Z — Aut(Lgep) la section de j d'image X'. Nous noterons par m le k-
endomorphismeidempotent de Aut(L qep) donnépar m = soj.

DEFINITION 3. Nous disons que deux algebres de Lie semi-simples L et L sur k sont
du mémetypeinternesi L’ s obtient en tordant L par un 1-cocycleavaleursdansAutg(L).

LEMME 2.1. Soit m,: H (k. Aut(L ep)) — H*(k. Aut(L gep)) I’ application induite par
m en cohomologie. Alors:
(i) L et L, sontdu mémetypeinternesi et seulement si m.[L1] = m.[L2]
(i) L estquasi-déployées et seulement si m,[L] = [L].

DEMONSTRATION. (i) Soientfi: Li — L (i = 1, 2) desisomorphismeset soient ¢ les
1-cocyclesassociés, ¢’ est-a-dire, ¢;(Y) = fiy(f;)~! pour ¥ € I'y. Quitte aremplacer c¢; par
un cocycledanslaméme classe de cohomol ogie, nous pouvons supposer C1(Y) = mCz(7Y).
Posons g = f;f,. Nous avons par calcul direct que gv(g)™* = f;tco(y)e () M.
Comme cy(7)cz ()~ est dansla composante neutre, il en est de méme pour gY(g) ~*; par
conséquent L; et L, sont du méme typeinterne.

Réciproquement, si g:L, — L; est un isomorphisme tel que gy(g)~! € Auto(Ly),
nous définissonsf, = f;g et par le méme calcul nous voyons que ¢y (Y) = mca(Y).

(i) Supposons .[L] = [L]. La classe [L] est alors représentée par un 1-cocycle
¢y — X'. Le sous-groupe X’ préserve en particulier une sous-algébre de Borel B e
définie sur k. Laforme de B g, tordue par c est une k-sous-algébre de Borel de L; donc
L est quasi-déployée.

Réciproquement, comme L a une sous-algebre de Borel définie sur k, nous pouvons
choisir un épinglage E de Equi est préserve par le groupe de Galois . Soit f: L— Edép
un k-isomorphisme. Le groupe Auto(L 4p) Opérant transitivement sur I’ensemble des
épinglages de L e, NOUs pouvons supposer que f(E) = E ge; donc nous avons c(Y) =
fy(f)~1 € ¥’ pour tout v € . .
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3. L’invariant de Tits. Dans ce paragraphe, nous rappellerons brievement une
construction due a Tits [25] pour les représentations des groupes réductifs. Nous avons
exprimé cette construction dans le langage des algebres de Lie.

Soit L qaep / k une algébre de Lie semi-simple quasi-déployée fixée.

DEFINITION 4. Deux k-sous-algebresdeLieLy, Ly C L g avecLy = Lp = L ggep SONL
dites strictement équivalentess'il existe f € Auto(L quep) tel que f(L1) = Lo. (Rappelons
que Auto(L gdep) désignelacomposante neutre du groupe des automorphismes de L gqep.)

Il est facile de voir que I'ensemble des classes d’ égquivalence strictes est en cor-
respondance biunivoque avec I'ensemble de cohomologie Hl(k. Auto(EQdép)). Deux
classes strictes correspondent a la méme classe d’'isomorphisme si et seulement si elles
ont lamémeimage par I’ application canonigueH (k. Auto(L qaep)) — H (K. AUt(L qaep))
induite par I'inclusion.

Soit A le réseau des poids de Eqdép et soit A\, le réseau des racines. Soit A; le
monoide des poids dominants. Comme L e €st quasi-déployée, le groupe de Galois
Mg =Ga (E/ k) préserve les racines positives et donc opére aussi sur A..

B THEOREM E 3.1 (T1Ts [25, COROLLAIRE 3.5]). Pour toute k-sous-algebre de Lie L C
L qdep avec L = L qaep, il y @ un homomorphisme

©) B (N A — Br(K),

nedépendant quedela classed’ équivalencestrictedeL, tel que pour tout poidsdominant
X € Nk, I"algébreadivision D determinéepar 8.(\) € Br(k), ou \ estI'imagede ) par la
projection canonique A — A //\,, est caractérisée par |’ existence d’ une représentation
sur k

r:.L — gl(D)
de poids dominant simple \.

Nous allons rappeler ci-dessous la description cohomol ogique de I’homomorphisme
BL du théoréme 3.1 d’ aprés [25, Section 4].

PoSONS G qaep = AUito(L qiep). SOit G gaep le revétement universel de G ggep €t S0it Cgaep
son centre. Nous identifions toujours le réseau des poids A de L qep au groupe des
caractéres d’ un tore maximal de G gaep.-

Soit A € (A+)"* et soit R Gggep — GLy, la représentation irréductible de poids ),
définie sur k. Considérons le diagramme commutatif associé ol les lignes sont exactes:

1 Coagep G qdep Goep —— 1
A |
1 GL1 GL, PGL, — 1.
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L’ application ace diagramme du foncteur de conomol ogie meneaun carré commutatif
Hi(K.Goaep) ——  H2(K. Cquep)

©) R .
H(k. PGLy) —— H2(k, GL1) = Br(K).

ou 9 est |’ opérateur de cobord [19, Appendix].
Définissons un éément 5. (A) € Br(k) en posant

() AL} = 9R(a).

olla. € HY(K, Gquep) st I'élément qui correspond a la classe stricte de L. Du fait de la
commutativité du diagramme (6), I’ élément 5.()\) peut aussi s écrire souslaforme

®) BL(A) = Ao (a).

Il suit immédiatement de cette identité que la correspondance A — GL(\) définit un
homomorphisme
C) B X(Cgep)™ — Br(K),

0ol X(Cqaep) €st le groupe des caracteres de C gep.
L"homomorphisme du théoréme 3.1 s obtient de (9) en remplagant le groupe X (C gdep)
par le groupe A /A qui lui est canoniquement isomorphe.

4. Unthéoremedecomparaison. Dansceparagraphe, nousétablironsuneformule
qui comparelesdéterminants et lesinvariants de Hasse-Witt de L et de L qqep, OU L gaep €5t
I'algebre quasi-déployée associée a L par la condition [L qaep] = m«[L], 0l 7 est comme
au Lemme 2.1. Nous regardons toujours L comme une k-sous-algébre de Eqdép.

Comme G gy = Auto(EQdép) préservelaformedeKilling, I'image delareprésentation
adjointe Ad: G guep — GL(Eqdép) est contenue dans |e groupe orthogonal O(Eqdép). Soit
Ad,: HY(K. Ggep) — H(k. O(Eqdép)) I application induite. Nous vérifions facilement
gue la classe d’'isométrie de Q. est donnée par

Ad.(aL) € H* (k. O(L eep))-

olla. € H(k, Gquep) correspond alaclassestricte de L (mais Ad.(a.) ne dépend que de
la classe d’isomorphisme de L au sens habituel, i.e., non strict).
PropPosITION 4.1. d(L) = d(L gdep)-

DEMONSTRATION. Par la connexité de G qgep, e groupe Ad(G quep) €st contenu dans
SO(L ggep); donc det Ad,(a.) = 1. Il s'ensuit que d(L) = d(L gdep)- ]
Soit ® |e systeme de racines associé a L qgep. Posons

1
(10) rP=s 2
>0
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ou la somme s étend a toutes les racines positives de @ (par rapport a un choix de
sous-algébre de Borel de L quep définie sur k). 11 est & noter que comme L qqe €St quasi-
déployée, 'y ne fait que permuter les racines positives; il en résulte que p est invariant
par I.

Le poids p intervient dans la formule classique de Weyl [2, Chap. 8, Section 9,
Théoréme 2] et la représentation qu’il détermine a été étudiée notamment par Kostant
[11], [9], [20].

THEOREME 4.2. Soient L une algebre de Lie semi-simple sur k et L qgep Une algebre
de Lie quasi-déployée du méme type interne que L. Soit p le poids défini par (10). Alors
h(L) = h(L qaep) + BL(p)-

DEMONSTRATION.  S0it Ad: Ggaep — Spin(L qaep) l€ relévement de I’ application ad-

jointe Ad: G gaegp — SO(L gaep)-
Considérons e diagramme commultatif:

1 Caep Gaep —— Gap 1
Ad l Ad J, Ad l
1 7/27 Spi n(Eqd'ep) — SO(Eqdép) > L.

En appliquant le foncteur de cohomologie a ce diagramme, nous obtenons le carré
commuitatif ,
H'(K Goaep) —— H(K, Cogep)
(11) Adxl m{
H' (k. SO(L qap)) ——— H(k.Z/22).
ou g est |’ opérateur de cobord. Par |e theoreme de Springer [23, formule 4.7], nous avons
laformule
h(L) = h(L qaep) + 9 Ad.(aL).
gue nous exprimons, en utilisant la commutativité du diagramme (11), sous laforme
(12) h(L) = h(L gaep) + Ad..0 (a).

Nous alons déterminer explicitement I'homomorphisme Ad,:H?(k. Cqgep) —
H2(k, Z / 2Z); pour celanous aurons besoin du résultat ci-dessous, d & K ostant.

THEOREME 4.3 (KOSTANT [9], [11]). Soit o: Spin(lfqgép) — GL(9) la représentation
spinorielle de Spin(L quep). Alorsla représentation de G qgep donnée par la composition

~ Ad .= o
Gadep — Spin(L qaep) —— GL(S
est primaire en la représentationirréductible de éqdep de poids dominant p.

COROLLAIRE 4.4. Pour ¢ € Cggep NOUS avons Ad(c) = p(c).

1 Voir [6, Lecture 20] ou [3, Chap. 1V, 6] pour une d&finition sur ¢, ou [2, Chap. V111, Section 13, No 2].
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DEMONSTRATION. |l suit de la construction de S(voir [6, Lecture 20]) que I’ algebre
de Clifford paire Co(fqdép) en tant que Spi n(I:qdep)—moduIe par multiplication a gauche
est une somme de copies de S. En particulier, par le théoreme 4.3, p est un poids de
Co(L qep) €n tant que G gaep-module via Ad.

Soit ¢ un éément du centre C yuep. Nous avons d’ une part que Ad(c) est un opérateur
scalaire (en fait 1) et d'autre part nous savons que Ad(c) admet p(c) comme valeur
propre, du fait que C yuep €St contenu dansle tore maximal de éq(,ép. Donc Ad(c) = p(c).

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 4.2. Par le corollaire 4.4 nous avons
Ad.d(ag) = p«d(a) = BL(p), la derniére égalité résultant de (8). Nous terminons la
démonstration du théoreme 4.2 en combinant cette égalité avec (12). ]

EXEMPLE 1. Soit A une algébre centrale simple sur k et soit L = {x € A : tr(x) =
0}. Alors Lgaep = $ln(K), ot n est I'indice de A sur k. Dans cet exemple nous avons
Auto(L qep) = PSL, et nous verifions facilement que si a, € H(k, PSL,,) est I’ élément
qui correspond & la classe stricte de L, alors da. € H?(k. ) = Brp(K) coincide avec la
classe[A] de A dans le groupe de Brauer.

Soit H C 3(x(K) lasous-algebre de Cartan desmatrices diagonaleset soitei: H — kla
forme linéaire donnée par ;i (diag(hy. . . ., h))=h(i=1.... n— 1). 1l est bien connu

(voir par exemple[14, p. 294]) que le poids p de (10) s exprime sous laforme
p=(N—Der+t(N—2ex+---+en1.

Nous avonsici Gqgep = SLn, donc le centre C e €5t COMPOSE de matrices scalaires de
laforme = = &I ou " = 1. En regardant maintenant p comme un caractére multiplicatif
du sous-groupe des matrices diagonalesde SL ,, nous avons

=\ = ¢n-1gn-2 (1
(13) /J(—) — gn(n—gl)/z' :

Par conséquent, I’ application p.: H?(k, Cqaep) = Brn(K) — H?(k,Z/2Z) = Bry(k) est
donnée, en notation additive, par p.(X) = ”(”—Z_l)x. Il S'ensuit que dans cet exemple

I’invariant de Tits est

Bp) = pxd (ar)
_ nin—1)

2
Finalement, nous avons par le théoreme 4.2:

[A].

nin—1)

(14 h(L) = h(sto) + =

[Al.
Du fait de I'identité Q. (X) = 2n - trA/k(xz), facile a vérifier, la formule (14) est

essentiellement équivalentealaformule pour I’ invariant de Hasse-Witt de laforme trace
d' une algébre adivision [21], [24], [13].
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EXEMPLE 2. Soit E = K[t] /(t*—a), olla € k* est un élément fixé unefois pour toutes.
Nous noterons par ¢: E — E I'automorphisme non trivial de E et par y le caractere de
E/k, ¢ est-adire I'homomorphisme x: Ty — Z/2Z donné par Y(,/a)//a = (—1)10)
poury € ly.

Soit A une algebre semi-simple de dimension 2n? sur k de centre E et munie d’'une
involution E-sesquilinéaire (i.e., coincidant avec . sur E) o: A — A.

Dans [16], Anne Quéguiner a &tudié la forme quadratique T(X) = 3 tra (Xo(x)) sur
A et ses restrictions T* et T~ aux sous-espaces propres de I'involution A* et A~. Elle
amontré en particulier que I'invariant de Hasse-Witt h(T*) est déterminé par la classe
discriminante de (A, o) (voir [16, Section 3]). Dans cet exemple, nous hous proposons
deretrouver cerésultat a partir du théoreme 4.2.

Posons
(15) L={xeA:x+o(x) = 0et try,(tx) = 0}.

On vérifie facilement que L est une algébre de Lie pour | opération [x, y] = xy — yx et
gu’elle est isomorphe a 31, sur la cléture algébrique k.
Laformetrace T(X) = % tI’A/k(XO'(X)) restreinte aL et laforme deKilling Q. satisfont
larelation
QL) =—2nT"(X) pour xe€L.

Nous déduisons de cette relation et de la décomposition orthogonale A~ = kt & L que
T~ ~(—na) L (—2n)Q.. D’autre part, nous savonsaussi que T* ~ —aT—; donc

(16) T~ (n) L (2na)Q,.

Il s'ensuit que les invariants de Q_ peuvent facilement &tre déduits de ceux de T* et
réciproguement.

Soit P = (p;) la matrice n x n définie par pjj = din+1-j. Considérons I'algébre a
involution (Mn(E). 7) oli 7 est donné par

7(x) = P~L(X)'P.

L'algebre de Lie associée & (Mq(E). 7) est I'algebre de la forme hermitienne sur E de
matrice P:
Lo := {X € Mn(E) : Px+¢(x)'P = 0 et Tr(tx) = 0}.

Cette algébre est quasi-déployée sur k. En effet, nous pouvons regarder Lo commela
forme tordue de 3[,, par le 1-cocycle ¢ donné par

71— w0 € Aut(sly).

ol u est I’automorphisme de 3(,, défini par u(x) = —Px!P~L. Or, cet automorphisme
préserve la sous-algébre de Borel de 31, formée des matrices triangulaires supérieures,
donc elle est aussi préservée par I'action de ', tordue par . Il en résulte que Lo est
quasi-déployée (d' ot le choix de P).
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En identifiant Aut(SL,) avec Aut(31,) par différentiation, nous désigneronsaussi par
ul’éément de Aut(SL,) donné par x — P(x)~1P~1 et par ¢ le cocycle correspondant &
valeursdansAut(SL,). Nous noteronspar , SL, et , PSLn, lesgroupes obtenus en tordant
SL,, et PSL, respectivement par .

Dans[16, 3.1], A. Quéguiner montre qu’il y aune suite exacte de groupes algébriques
sur k _

1— ,PSL, — Aut(Mn(E).7) — Z/2Z — 1.

Les algebres ainvolution de deuxiéme espece (A, o) de centre E et de dimension 22
sur k sont classifiéespar I'imagedel’ applicationi.: H(k. , PSL,) — H(k, Aut (Mn(E)),
ou, ce qui revient au méme, par |I’ensemble quotient

17 H(k., PSLn)/(Z/22)

ou le générateur de Z /27 opere sur ., PSL,, par u. Or, I’ensemble (17) classifie aussi les
algébresde Lie sur k du typeinterne de Lo = .41, et il est facile de voir que labijection
est donnée par la correspondance (A, o) — L ou L est définie par (15).

L’ opérateur de cobord associé ala suite exacte

11— pn—,SLh— ,PSLp— 1
induit une application
d:HY(k, , PSLn)/(Z/22) — H?(k, ,pn)/(Z/22).

Nous notons [A, o] I'élément de HY(k. , PSLn)/(Z /2Z) qui correspond & (A, 0). La
classe discriminante de (A, o) est définie par

(18) D(A, 0) = [A, 0] € HA(K, ,pn)/(Z/2Z).

(voir [16, 3.5.2)).
Soit p le poids défini en (10). Par (6) et (8) avec G quep = , PSLn (donc Cdep = pun)
et A = p, nousavons quel’invariant de Tits 3 (p) est donné par

(19) BLlp) = p«D(A, 0).
Donc, par le théoreme 4.2 et (19), nous avons
(20) h(L) = h(Lo) + p-D(A. 0).

Nous remarquons qu’ en vertu de (13) I"application p.: ,pn — GL1 induite par p est
donnée par p, (&) = €"™1/2, Donc, compte tenue de la relation (16), I’ égalité (20) est
essentiellement équivalente a[16, Theorem 2].

Letermeh(Lo) de (20) peut &tre déterminé explicitement par calcul &lémentairedirect
(par (23) ci-dessous, il suffit de calculer la restriction de Q,, a une sous-algebre de
Cartan), ou on peut aussi utiliser les formules générales du paragraphe 5 (corollaire 5.3)
pour les algebres quasi-déployées.
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5. Le cas des algebres quasi-déployées. Soit L g, une algebre semi-simple sur k
déployée par une sous-algebre de Cartan H gep C L g fixée une fois pour toutes. Soit ®
le systeme de racines associé a la paire (L gep, H aep)-

Soit > le groupe des symétries du diagramme de Dynkin de ®. Nous rappelons que
2 s'identifie au sous-groupe de Aut(L q4ep) qui préserve un épinglage de (L gep, H dep) [2,
Chap. VIII, Section 5, No 3, corollaire 1].

Soit L quep Une algébre quasi-déployée donnée par un homomorphisme ¢: 'y — 2.
Pour o € ®, soit L%, lesous-espace primaire de L gep relatif acr. POsons N, = G0l %,
et Nggp = Dol g, ou I’on somme sur I’ ensemble des racines positives. B

Il est bien connu ([18, Chap. 1V] ou [2, Chap. VIII, Section 2, No 2]) que L g Se
décompose en somme directe

(22) Laep = Haegp & (Niiep & Nigep)-

Nous considérons I action de My sur Edép tordue par ¢, c'est-ardire, donnée par la
formule v * X = @(7)v(X) pour ¥ € Ik et X € Lgep. Comme Z permute les racines
po_sitive_ﬁ I’action *_pr'eserve les sous-espaces N’aép, Ngep €t ﬁd@_; donc en prenant les
points fixes de I'action * en (21) nous obtenons une décomposition sur k de I’ algebre
quasi-déployée L qdep

(22) L qdep = Hgaep @ (Ngd’ep S5 Nad'ep)'
Il est bien connu quelaforme deKilling met en dualité Nge, €t Nigge, , Par conséquent
larestriction de QL ., aN’{]dép @ N €st une forme hyperbolique; donc

(23) QL g = QH e L (forme hyperbolique),

0l QH , st larestriction de Q. ., alasous-algebre de Cartan H qaep.
En vertu de (23), il suffit d’étudier la forme Qu .- Nous remarquons que la classe
d’isométrie de cette forme est déterminée par le 1-cocycle

M= = — O(H ep)-

Pour ¢ € X nous noterons ¢(c¢) la signature de o en tant que permutation des racines
simples et nous |’ écrirons additivement.

Nous rappelons que pour a € kx/kxz, le symbole [a] désigne I'image de a par
I"isomorphisme canonique k* /k*2 = Hl(k, Z / 22).

PROPOSITION 5.1. Avec ces notations, nous avons

(24) [d(Hasep)] = [A(H aep)] + £.(0).

DEMONSTRATION. Comme la forme Qy ., est déterminée par la classe de ¢ dans
H* (k. O(H ¢ep) ), Nous avons

[d(H qep) | = [d(H gep) | + et ¢p.
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D’ autre part, en prenant comme base de H 4 |a base duale de la base de H,, formee de
racines simples, on voit aisément que det ¢ = £.(); d’ou la proposition. ]

Soit p: Pin(H gep) — O(H gep) 12 projection canonique et soit $ = p~1(=). Comme
I'action de 'y sur X est triviale, 'y opere sur les fibres de p au dessus de Z. Soit
s: ¥ — ¥ une section ensembliste pour p. Pour o € X et ¥ € I définissonsle symbole
{o.7} € Z/2Z par larelation

Y(s(0)) = ()0 s(o).

Nous vérifions aussitot que {o, 7} ne dépend pas du choix de la section s et qu'il définit
un bihomomorphisme { . }:Tx x £ — Z/2Z. En composant avec ¢: Iy — Z sur le
deuxiéme argument, nous obtenons un 2-cocycle

MexMg — Z/ZZ
(1:72) — {71, ¢ (02) }

dont la classe dans H?(k. Z / 2Z) seranotéec,. N
Soit S € H%(Z.Z/27) I'élément déterminé par I'extension0 — 7 /27 — = — % —
1

THEOREME 5.2. Avec les notations ci-dessus nous avons
(26) h(H qgep) = h(H aep) + 2*S +C,, + £2(¢) - [d(H aep) |-
ou - est le cup-produit.

DEMONSTRATION. Soit :H*(k. O(H ap)) — H?(k.Z/2Z) I opérateur de cobord
associé alasuite exacte

0— Z/ZZ — Pin(ﬁdép) — O(ﬁdép) — 1.

(25)

D’une part, laformule de Springer [23, formule 4.7] nous donne |’ égalité

(27) h(H aoep) = h(H aep) + 9 () + [—d(H qaep) | - [d(H i) -

et d’autre part nous calculons explicitement un 2-cocycle u représentant o (¢) al’aide
d'une section ensemblistes: ~ — 3

u(v1.V2) = s(w(“/ﬂz))—ls(@(“/l))“/l(s(gp(wz)))
= S(‘P(7172))715(<P(“/1))S((p(’yz))(_1){71.,9(72)}'

Nous remarquons que le 2-cocycle (V1.72) — s(w(“/ﬂz))_ls(w(“/l))s(@(vg)) qui
apparait en (28) représente *S; donc, en notation additive, nous avons

a(p) = ¢*S +c,.

Laformule annoncée s obtient en combinant cette égalité avec (27) et (24). ]

(28)

COROLLAIRE 5.3. Soit 2r le nombre deracines. Alors
h(L quep) = N(L ap) + S + ¢, + [(—1) d(Haep) | - 2. ().
ou - est le cup-produit.
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DEMONSTRATION. Nous avons vu que Q_ @ € QL Se décomposent en somme
orthogonale de leur restriction & une sous-algébre de Cartan et de laforme hyperbolique
derang 2r. Donc

(L) =H o) + D) [0 +1[1] - [dH )]
et
(L i) = N(H o) + 111 (10 + 111 - [d(H )]

En additionnant ces deux égalités nous obtenons

h(L dep) + (L qap) =N(H cep) + h(H qaep) + r[—1] - [d(H cep)d(H qep) |
=h(Haep) + h(H quep) +1[—1] - £2(p)
=e.(p) - [d(Haep) | + ¢*S + ¢, +r1[—1] - e (¢0),

ou la deuxieme égalité est une conséquence de (24) et latroisieme de (26). ]

EXEMPLE 3. S0it L ggp = 312(K) x 8[2(K) X - - - x 8[5(K) (n fois). Danscet exemplenous
voyons facilement que X = &, le groupe symétrique en n lettres. En tant que groupe
d’ automorphismes, X agit sur L qe en permutant les facteurs s(,(K).

Soit : 'y — Z un homomorphisme et soit L e I” algbre quasi-déployée déterminée
par ¢.

Nous allons calculer tous les termes de laformule du théoréme 5.2. On voit aisément
que Qu g, = (2.2,....2), donc d(Haep) = 2" et h(H gep) = 2%52[2] - [2] = 0. Un calcul
facilemontreque X est rationnel sur k; donclecocycle(25) esttrivial, ¢’ est-&-dire, ¢, = 0.
L'invariant S coincide dans cet exemple avec la classe canonique s, € H?(Gp, Z/22)
définieen [20, 1.5]. Donc, laformule du théoréme 5.2 devient:

(29) h(H qaep) = N[2] - £.(0) + ¢*(Sn)-

Laformule (29) est en fait équivalente a la formule de Serre pour la forme trace des
algebres étales [20, Théoreme 1]. En effet, soit E I'algebre étale déterminée par ¢. La
relation entre laforme trace de E et laforme de Killing sur H e €st donnéepar I’ identité
QHoep = 2Tre /k(XZ), vérifiée facilement par calcul direct. Donc

(30) h(Tre i (X?)) = h(H qaep) + (N — 1)[2] - [ -

ol dg i est lediscriminant de E/k (voir [12, Formule 3.16]). Clairement [de/i] = e«(9);
donc, en combinant les formules (29) et (30), nous retrouvons la formule de Serre [20]:

h(Tre(3?) =121 - [dejid + ¢"(sn)-
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REMARQUES.
1. Soient a1, ap, ..., an les racines simples de ®. Le groupe X agit en permutant

10.

12.
13.

ces racines; nous avons donc un plongement de X dans le groupe symétrique &y,
unique a conjugaison pres. L’ homomorphisme composé

M=% — &,

définit une algebre étale E/k. L'invariant e,() du théoreme 5.2 n’est autre que le
discriminant de E/k.

. S ¢(k) est contenu dans le groupe alterné ,, alors laformule du corollaire 5.3

prend laforme simplifiée

h(L goep) = N(L agp) + ™S + ..

. En combinant le théoréme 4.2 et |e corollaire 5.3 nous obtenons une formule pour

h(L) d’'une algébre de Lie semi-simple quelconque L en termes d’invariants de
I’algebre déployée L 44 de méme systéme de racines. Pour L g, l€s invariants
d(L gep) €t h(L gep) sont faciles & calculer en pratique utilisant la base canonique
dite «de Weyl» (voir [18, Chap. 6, Section 4]).
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