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ABSTRACT

We set up a formalism of endoscopy for metaplectic groups. By defining a suitable
transfer factor, we prove an analogue of the Langlands—Shelstad transfer conjecture for
orbital integrals over any local field of characteristic zero, as well as the fundamental
lemma for units of the Hecke algebra in the unramified case. This generalizes prior
work of Adams and Renard in the real case and serves as a first step in studying the
Arthur—Selberg trace formula for metaplectic groups.
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1. Introduction

Soit £ un corps local de caractéristique nulle. Il existe une famille importante de revétements non
linéaires p : Sp(2n, F') — Sp(2n, F') qui s’appellent les groupes métaplectiques. A un caractére
additif non-trivial 1) : ' — S! est associée la représentation de Weil de §1;(2n, F), notée par wy,.
Il serait tentant d’appliquer la formule des traces d’Arthur—Selberg dans ce cadre. Comme dans
le cas de groupes réductifs, on bute inévitablement aux problemes liés a la stabilité. Cependant
on ne peut pas adapter littéralement la théorie de ’endoscopie car Sp(2n, F') n’est pas un groupe
linéaire algébrique. L’objet de cet article est de mettre en place un tel formalisme, puis d’établir
le transfert local d’intégrales orbitales.

Bien que le revétement métaplectique soit traditionnellement un revétement a deux feuillets,
pour des raisons techniques nous ferons agrandir le revétement métaplectique de sorte que
Ker(p) = pg := {z € C* : 28 = 1}. Cela n’affecte pas les résultats que 1’on cherche.

Les représentations de §f)(2n, F) qui nous intéressent sont celles telles que la multiplication
par chaque € € g agit par € -id ; ces représentations sont dites spécifiques. Par exemple, wy, est
spécifique. Pour I’étude de telles représentations, il suffit de considérer les fonctions telles que
f(ex) =e 1 f(Z) pour tout € € g ; ces fonctions sont dites anti-spécifiques.

Notre approche est modelée sur I’endoscopie pour les groupes réductifs. Notons G := Sp(2n),

G :=Sp(2n, F'). Tout d’abord il faut trouver des bonnes définitions pour :

(i) les groupes endoscopiques elliptiques H de G ;

(ii) la correspondance de classes de conjugaison semi-simples entre H et G ;
(iif) une notion de conjugaison stable sur G ;
)

(iv) le facteur de transfert A.
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Une fois que ceci sera fait, on pourra définir l’intégrale orbitale endoscopique
Tna(n f Z A(v,0)Ja (0, f) (1)

d’une fonction anti-spécifique f ; les notations sont analogues a celles pour l’endoscopie des
groupes réductifs et on les expliquera dans §5.5. Par la suite, on peut formuler le transfert de
fonctions f— fH qui fait concorder J H,G(" f) et lintégrale orbitale stable J5(-, f) sur H.
Comme pour I'endoscopie pour les groupes réductifs, le transfert doit étre explicite pour les
fonctions sphériques dans le cas non ramifié. De tels énoncés sont connus sous le nom de ‘lemme
fondamental’.

Esquissons nos réponses aux questions ci-dessus.

(i) Soit F' une extension finie de Q,, p >2. Selon un résultat de Savin [Sav88], l'algebre
d’Twahori-Hecke anti-spécifique de G est isomorphe & l'algébre d’Iwahori-Hecke de
SO(2n + 1), le groupe orthogonal impair déployé. Cela suggere que 'on doit regarder
Sp(2n, C) comme le groupe dual de G ; de telles évidences existent aussi pour le
cas F'=R (voir [ABPTV07]). En poursuivant cette philosophie, on définit une donnée
endoscopique elliptique de §f)(2n) comme une paire (n/,n”) € 7%, telle que 0’ +n" =n ;
le groupe endoscopique associé est Hyy 7 :=SO(2n' 4 1) x SO(Qn” +1). Contrairement a
I'endoscopie pour SO(2n + 1), on distingue les données (n', n”) et (n”, n’).

(ii) Soit v = (v',~") € Hy »(F) semi-simple ayant valeurs propres

/ ! I \—1 I\N—=1 _n " "N \—1 m—1
ay, .oy, 1, (ap) oo (a)) ay, .o, anm, L (apn) oo, (ay)
Vv
provenant de v/ provenant de "/

On dit que 0 € G(F') correspond a + s'il est semi-simple avec valeurs propres

/ / / -1 /\—1 " " " —1 m—1
Yy ey Qpry () 5oy (@) —a, ooy =, — ()™ oy —(ay)
Cela induit une application entre classes de conjugaison semi-simples géométriques.

(iii) Il y a aussi une définition ad hoc de stabilité : deux éléments semi-simples réguliers dans
G sont stablement conjugués si leurs images dans G(F') sont stablement conjugués et si
tr w$ —trw, prend la méme valeur, ol w sont les deux morceaux irréductibles de la
représentation de Weil. C’est aussi la voie poursuivie dans [Ada98, How07].

(iv) Le facteur de transfert est plus subtil. Lorsque F' =R et n” =0, Adams a défini un facteur
de transfert A sur 'ensemble des éléments semi-simples réguliers dans G et il est égal &
trw! —tr Wy, - Plus généralement, pour un groupe endoscopique H quelconque, le facteur
de transfert est défini dans cet article comme un produit A = A’A”Aq, on A/, A” sont
fabriqués a partir des caracteres tr wi et Ag est un terme relativement simple qui est
stablement invariant. Le facteur A coincide avec le facteur défini par Renard [Ren99]. Il
n’y a pas de facteur Ay comme en [LLS87], car nous avons normalisé les intégrales orbitales.

Le facteur de transfert satisfait aux propriétés suivantes.

Spécificité (le corollaire 5.12) : on exige cette propriété de sorte que l'intégrale orbitale
endoscopique (1) est bien définie.

Propriété de cocycle (la proposition 5.13) : c¢’est une condition naturelle pour 1’endoscopie,
qui affecte des signes aux classes de conjugaison dans une classe de conjugaison semi-simple
réguliere stable.
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Descente parabolique (la proposition 5.18) : cela réduit le calcul du facteur de transfert
aux éléments elliptiques ; c’est aussi la principale raison pour laquelle on travaille sur le
revétement a huit feuillets.

Normalisation (la proposition 5.15) : dans le cas non ramifié, le facteur vaut 1 pour les
éléments a réductions régulieres qui se correspondent.

Symétrie (la proposition 5.16) : qui relie les facteurs de transfert pour H, ,» et Hpr .
Cette symétrie est réalisée par la multiplication par une image réciproque canonique dans
Gde —-1le G(F), ce que l'on désigne encore par —1. L’usage d’un tel élément est loisible
car on travaille avec le revétement a huit feuillets.

Formule du produit (la proposition 5.17) : elle servira a stabiliser les termes elliptiques
réguliers dans la formule des traces.

Les quatre premieéres propriétés et la descente semi-simple caractérisent le facteur de transfert
dans le cas non ramifié (cf. [Hal93]).

Dans le cas F = R, Adams [Ada98] a établi le relevement de caracteres entre G et SO(2n + 1)
et Renard [Ren98] a démontré le transfert d’intégrales orbitales. Pour les groupes endoscopiques
Hy v en général, le transfert d’intégrales orbitales est établi par Renard dans le cas réel ;
son formalisme parait différent, mais il est équivalent au notre, pour I'essentiel. Pour F' non
archimédien, n’ =1 et n” =0, J. Schultz a établi le relevement de caractéres entre G et SO(3)
dans sa these [Sch98].

Indiquons brievement notre approche. A la suite de Langlands, Shelstad [LS90] et
Waldspurger, on applique la méthode de descente semi-simple de Harish-Chandra pour réduire le
transfert a I’algebre de Lie. Le revétement disparait et on se rameéne a des situations composées de
I’endoscopie pour les groupes unitaires et symplectiques, ainsi qu’une situation ‘non standard’
étudiée dans [Wal08], & savoir le transfert entre les algebres de Lie de Sp(2n) et SO(2n + 1).
Grace aux travaux de Ngo Bao Chau [Ngol0], le transfert est maintenant établi dans chaque
situation ci-dessus. Le noyau technique de cet article est donc de prouver que notre facteur A
se descend en les bons facteurs aux algebres de Lie. On demande de plus que les facteurs ainsi
descendus soient normalisés dans le cas non ramifié.

Récapitulons la structure de cet article.

— Dans §2 et §3, on fixe des notations et on récapitule les propriétés de base du groupe
métaplectique, ainsi que le paramétrage des classes de conjugaison semi-simples dans les
groupes classiques. Remarquons que notre paramétrage differe de celui de [Wal01] (voir la
remarque 3.4).

— Dans §4, on rappelle les formules du caractére de la représentation de Weil dues a
Maktouf [Mak99] en suivant I’approche de Thomas [ThoO8a]. Ces formules servent aussi
a caractériser le scindage au-dessus d’'un parabolique de Siegel (le corollaire 4.7). Pour
traiter le cas non ramifié, il faudra aussi étudier le caractere via le modele latticiel.

— Dans §5, les fondations de ’endoscopie sont mises en place. On établit aussi des résultats
utiles pour les articles qui feront suite.

— La section §6 traite le transfert archimédien. On réconcilie le formalisme de Renard avec
le notre. On prouve que nos facteurs de transfert coincident et le transfert archimédien en
résulte.

— La section §7 est consacrée a la descente semi-simple. La descente des termes A/, A”
repose sur des formules de Maktouf et le calcul de I'indice de Weil de la forme de Cayley
(le théoreme 4.16). D’autre part, la descente du terme Ag est une manipulation des symboles
locaux et des formes quadratiques.
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— La section §8 reprend les arguments pour I’endoscopie des groupes réductifs (cf. [Wal08]) ;
on établit le transfert non archimédien et le lemme fondamental pour les unités par la
méthode de descente.

Dans §§6-7, on travaillera avec le revétement métaplectique a f feuillets avec 8|f. Dans § 8,
on supposera f = 8.

Enfin, signalons un autre formalisme de 1’endoscopie pour S\I/)(Zn) proposé par Renard
dans [Ren99] pour le cas F' = R. Grosso modo, les données endoscopiques elliptiques sont toujours
en bijection avec les paires (n/, n') € 72, telles que n’ 4+ n” = n, mais les groupes endoscopiques

sont Sp(2n') x Sp(2n”). Le facteur de transfert est Ag. Nous étudierons une variante de ce
formalisme en détail dans §6, dont les définitions marchent dans le cas non archimédien sans
modification. En particulier, on peut parler du transfert d’intégrales orbitales a la Renard.

Remarquons que l'on peut déduire le transfert a I'aide du transfert a la Renard composé
avec le transfert de Sp(2k) vers SO(2k + 1) (associé a la paire (k,0)) pour k =n’ et k=n". Vu
la définition du facteur de transfert A = A’A” Ay, cette approche parait raisonnable. En effet,
le transfert pour F'=R sera démontré de cette fagcon dans §6. Réciproquement, si 'on peut
montrer que chaque intégrale orbitale stable sur SO(2k + 1) provient de Sp(2k) via transfert,
alors le transfert a la Renard résulte de notre formalisme. On espere revenir un jour sur cette
question.

Conventions

On note S' le groupe {z € C* : |z| = 1}. Si f € Z, on note g le groupe {z € C* : 2f =1}. Si A est
une algebre centrale semi-simple de dimension finie sur un corps F', on note la trace et la norme
réduite par try/p et Ny, p respectivement.

Corps locaux. Soit F' un corps local non archimédien, on note or 'anneau des entiers, pp
I’idéal maximal de oF et wp une uniformisante choisie. On prend toujours la valuation v sur
F telle que v(wr) = 1. Le conducteur d’un caractére additif  : F — S! non-trivial est le plus
grand sous op-module a de F' tel que |, = 1. Le symbole de Hilbert quadratique pour le corps
local F' est noté par (-, -)p. Le groupe de Galois absolu de F' est noté I'p.

Groupes réductifs. Soit F' un corps et M un F-groupe réductif. La composante connexe de
M est notée MP. Soit R une F-algebre commutative, on note ’ensemble de R-points de M par
M (R). Lorsque M est un groupe classique, on confond systématiquement M (F') et M.

Supposons que M agit algébriquement sur une F-variété X. Pour z € X (F), on note M* C M
son fixateur et M, := (M?)?. Par exemple, M agit sur lui-méme par conjugaison et on obtient
ainsi les commutants.

Supposons M connexe et soit m € M(F'). La classe de conjugaison contenant m est notée
O(m). On dira que mi, mg € M(F) sont géométriquement conjugués s’ils sont conjugués
par M(F). La classe de conjugaison géométrique contenant m € M(F) est notée par
0&%°(m). L’ensemble de classes de conjugaison (respectivement conjugaison géométrique) semi-
simples dans M est noté par @i(M) (respectivement €&°(M)). L'ensemble des éléments
semi-simples dans M (F') est noté M(F)s. On dira qu'un élément m € M (F)gs est régulier si
M,, est un tore, on dira qu’il est fortement régulier si de plus M™ = M,,,. L’ouvert de Zariski

des éléments semi-simples réguliers dans M est noté M.

Soient my,mg € M(F)ss, on dira qu'’ils sont stablement conjugués s’il existe x € M(F) tel
que 7 miz =ms et zo(x)~!t € M, (F) pour tout o € I'r. La classe de conjugaison stable
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contenant m est notée par O(m) ; I'ensemble de classes de conjugaison stable semi-simples
dans M est notée par €5'(M). Si m est fortement régulier, alors 0&°(m)= O (m). On dit
qu'une fonction ¢ est stablement invariante si O (z) = O%(y) implique ¢(z) = ¢(y).

Eléments compacts. Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle p.
Soient M un F-groupe réductif connexe et § € M(F). On dit que § est compact si I’ensemble
67 est d’adhérence compacte dans M (F). On dit que § est topologiquement unipotent si
limy, o 07" = 1. Soit X € m(F), notons T le plus grand F-tore central dans le commutant de sa
partie semi-simple X;. On dit que X est topologiquement nilpotent si |z*(X;)|r < 1 pour tout
z* € X*(T). Si p est assez grand (voir [Wal08, 4.4] pour une borne explicite), I’exponentielle
fournit un homéomorphisme de D’ensemble des éléments topologiquement nilpotents sur
I’ensemble des éléments topologiquement unipotents. Tout élément compact & admet une
décomposition de Jordan topologique 0 =exp(X)n=mnexp(X), ou X est topologiquement
nilpotent et 7 est d’ordre fini premier a p. Cette décomposition est unique, 7 et exp(X)
appartiennent & ’adhérence de 6. Les détails se trouvent, par exemple, dans [Wal08, 5.2].

Formes quadratiques. Dans ce texte, on ne considere que les formes quadratiques non
dégénérées. Soient A un anneau commutatif avec % et ai,...,a, € AX, on note (ay, ..., anp) la
A-forme quadratique sur A™ définie par

2 2
(T1y .y @) — a1z + - -+ ama;,.

On note par H la forme hyperbolique de rang 2. On abrege souvent une forme quadratique
(V, q) par q. Si F est un corps local et ¢ est une F-forme quadratique, on note det ¢ le déterminant
de ¢ et s(q) l'invariant de Hasse de ¢. On note la somme orthogonale des formes ¢; et ¢y par
q1 @© q2. Pour un caractere additif non-trivial ¢ : F — S' et une F-forme quadratique ¢, notons
7(q) Vindice de Weil défini dans [Wei64]. Il induit un homomorphisme du groupe de Witt W (F')
vers [Us.

2. Le groupe métaplectique

2.1 Revétements de groupes réductifs

Soient F un corps local et m € Z1. Soient M un F-groupe algébrique et p: M — M(F) une
extension centrale de groupes topologiques telle que Ker(p) ~ p,, ; on appelle un revétement a
m feuillets. Il y a une notion naturelle d’équivalence pour de tels revétements. Le groupe M est
localement compact. De plus, il est totalement discontinu si F' est non archimédien. Nous fixons
toujours une identification Ker(p) = .

Supposons M réductif. Soit P un sous-groupe parabolique défini sur F' dont U est le
radical unipotent. Alors il existe un unique scindage s:U(F) — M pour p, qui est invariant
par conjugaison par P(F') (voir [MW94, appendice A]).

Objets spécifiques. Soit C°(M) Palgebre des fonctions lisses & support compact sur M,
munie du produit de convolution. Il y a une décomposition

crM= & )

x€Hom (pm,C*)

selon 'action par translation par p,,. Idem pour I’espace des fonctions de Schwartz S (M ) lorsque
F est archimédien.
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Soit  x € Hom(py,, C*). Une fonction dans ng((M) (respectivement S, (M)) est
dite y-équivariante. Ceci permet de définir la notion de distributions y-équivariantes.
Une représentation © de M est dite y-équivariante si |, €st une somme de y. Le caractere
d’une représentation de M, pourvu qu’il soit bien défini, est y-équivariante si et seulement si la
représentation ’est.

Notons x_ : pm < C* le plongement standard. Pour y = x_ (respectivement y =x_!),
les objets y-équivariants sont abrégés comme spécifiques (respectivement anti-spécifiques). Les
objets spécifiques (respectivement anti-spécifiques) sont affectés de 'indice — (respectivement
--). Par exemple, on définit les espaces C’gf’_(M ) et C(?,(M ). Lorsque F' est archimédien, on

définit de la méme maniere les espaces S_ (M) et S--(M).

Pousser-en-avant. Soit m|m’. On peut pousser-en-avant l’extension centrale 1 — p,, —
M — M(F) — 1 via Py, > ppy €t on obtient ainsi un revétement & m/-feuillets p’ : M’ — M (F).
On le note aussi par M’ = M Xy M- La restriction de M’ & M identifie les objets spécifiques
sur M’ & ceux sur M (par exemple les fonctions, les représentations etc). De méme pour les
objets anti-spécifiques.

Tout revétement que 'on rencontrera dans cet article provient d’un revétement a deux
feuillets. Indiquons un passage entre objets spécifiques et anti-spécifiques dans telles situations.

PROPOSITION 2.1. Soient m € 271, p: M — M(F) un revétement & deux feuillets et M’ :=

M X, pim. Alors il existe un caractére continu & : M/ — /2 tel que E([m, e]) = e™2

L’application w—m® & est une bijection des représentations spécifiques sur les
représentations anti-spécifiques. L’application f i+ f§ induit un isomorphisme d’algebres
C (M') — C2-(M') ; elle induit un isomorphisme S_(M') —— S-- (M) si F' est archimédien.

Remarque 2.2. On aura parfois besoin de considérer M’ ::~]\~4 Xpm €, qui est une extension de
M (F) par C*. Les définitions ci-dessus sont pareilles pour M’ et on a toujours ladite équivalence
entre objets spécifiques/anti-spécifiques.

Si I est un corps global et A son anneau d’adeles, alors les terminologies précédentes
s’adaptent aux revétements de M (k) ou k est une sous-algebre de A munie de la topologie
induite.

Nous adoptons systématiquement la convention de désigner un élément dans M par m, etc,
et sa projection dans M (F') par m, etc.

2.2 La représentation de Weil et le groupe métaplectique local
Soit F un corps local de caractéristique nulle. On fixe un caractere additif non-trivial ¢ : ' — S'.

Soient n >0 et (W, (:|-)) un F-espace symplectique de dimension 2n. On supprime souvent
la forme (:|-) quand on parle d’un tel espace. Notons H(W) le groupe de Heisenberg associé

a (W, (-|-)), dont le centre s’identifie & F'. Rappelons que H (W) est W x F' comme un espace
topologique. Le groupe symplectique Sp(W) agit sur H(W) par g - (w, t) = (g(w), t). Le théoreme
de Stone—von Neumann affirme qu’il existe une et une seule représentation lisse irréductible
(py, Sy) de H(W) & caractere central 1, a isomorphisme pres. De plus, une telle représentation

est admissible et unitarisable.

Soit g € Sp(W), il induit une représentation

Py, h py(g - h)
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qui vérifie encore les propriétés du théoreme de Stone-von Neumann, donc pi et py sont
entrelacées. Posons

Spy (W) :={(g, M) € Sp(W) x GL(Sy) : M 0 py, = pjj, o M}.

~—(2
Cela fournit une extension centrale de Sp(WW) par C*. Notons Sp( )(W) le groupe dérivé de
i ~(2 —~(2
Spy,(W). Si F=C, le revétement p: Sp( )(W) — Sp(W) est scindé et on identifie Sp( )(W)
a po X Sp(W) ; sinon, p est l'unique revétement non-trivial & deux feuillets de Sp(W). La
—~(2 o
représentation de Weil attachée a 1) est la composée ww:Sp( )(W)f—>Sp¢(W)—>GL(S¢).
La décomposition de wy, en parties paire (4) et impaire (—) s’écrit comme
Wy = w;Z Dwy-
Soit f € 27~;. Posons

() (2

)
(W) X Hf-

—(f
Notons le revétement Sp( )(W) — Sp(W) par la méme lettre p. On obtient ainsi une famille
de revétements indexée par 2Z-;. Regardons wf; comme représentations spécifiques sur les

() (f)
Sp ; (W) =~
pe X Sp(W). Dans le cas trivial W = {0}, nos définitions entrainent que Sp( )(W) = f.

Sp- (W) :=Sp

(W). Idem pour leurs caracteres. Dans le cas F' = C, on a un scindage canonique é?)

2.3 Sous-groupes et réseaux hyperspéciaux

Supposons que F' est non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2. Soit L CW un op-
réseau, on définit son réseau dual comme

L*:={weW:Vme L, (wm) €or}.
Un réseau L dans W est dit autodual si L* = L. De tels réseaux existent toujours.

THEOREME 2.3. Si L est un réseau dans W tel que L*=L ou L*=ppL, alors K :=
Stabg, ) (L) est un sous-groupe hyperspécial de Sp(W). Cela fournit une correspondance
biunivoque entre les sous-groupes hyperspéciaux et les réseaux L tels que L* =L ou L* = ppL.

Un tel réseau L détermine un modele de Sp(W) sur op. On définit le réseau hyperspécial
dans sp(W) associé & L par ¢, :=sp(W, 0p). Si 'on remplace (:|-) par wg(:|-) alors cela a pour
effet d’échanger les réseaux L avec L* = L et ceux avec L™ = wpL, a homothéthie pres ; pourtant
Sp(W) ne change pas.

Observons aussi que Sp(W) agit transitivement sur les réseaux autoduaux. Nous avons
fixé une forme symplectique (:|-) sur W, cela a l'effet de distinguer une classe de conjugaison
canonique de sous-groupes hyperspéciaux de Sp(W), a savoir ceux associés aux réseaux
autoduaux. On ne considere que des tels sous-groupes hyperspéciaux dans cet article.

2.4 Modéles de la représentation de Weil

Nous donnerons deux constructions pour la représentation (py,Sy) et les opérateurs
d’entrelacement M[g] dans les définitions précédentes. Commengons par une construction
générale.

Soit A C W un sous-groupe tel que Ap := A X F' est un sous-groupe abélien maximal dans
H(W) ; ceci est équivalent & A= At on At :={w e W :Va € A, ¢({a, w)) =1}. En choisissant
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un caractere ¥4 : Ap — S! prolongeant ¢ sur {0} x F, on définit

(pa, Sa) :=Tndy " (a).

F

THEOREME 2.4. (pa, Sa) est une représentation lisse irréductible de caractére central 1.

2.4.1 Le modéle de Schridinger. Les détails se trouvent dans [Tho06, Tho0O8a].

Un sous-espace £ C W est dit un lagrangien dans W si £ est totalement isotrope de dimension
maximale pour (-|-). Notons Lagr(W) I’ensemble des lagrangiens dans W.

Dans la construction ci-dessus, prenons pour A =/ € Lagr(WW). Dans ce cas-la {p=¢x F
comme groupes topologiques, et on peut prendre ¥, =1 X 1. Soit (pg, S¢) la représentation ainsi
obtenue. On fixe une mesure de Haar sur £ et on prend la mesure autoduale sur W par rapport a
¥({:]-)). La représentation (py, S¢) s’identifie a ’espace des vecteurs lisses de I'induite compacte
. H(W)
ind,, (vp).

Soit ¢ un autre lagrangien muni d’une mesure de Haar. Perrin a défini un opérateur
d’entrelacement canonique Fy :S;— Spr. Soit g € Sp(W), alors on obtient une isométrie
gx : 8¢ — Sg¢ par transport de structures. Définissons

Mylg] == Fug00 ge = gu © F 104

On vérifie que (g, My[g]) € Spy,(W). Pour étudier le cocycle associé a cette section,
récapitulons des propriétés de I'indice de Maslov telle qu’elles sont énoncées par Thomas [Tho06].

Etant donnés (1, ..., 0, € Lagr(W) (m>3), On définit une F-forme quadratique
T7(l1, ..., 4y). Elle s’appelle I'indice de Maslov. Soit [7({1, ..., ¢y)] sa classe dans le groupe
de Witt W (F') ; cette classe satisfait aux propriétés suivantes.

(i) Invariance symplectique. Pour tout g € Sp(W),
T(l1,y ooy lm) = T(gl1y ...y glm).

(ii) Additivité symplectique. Soient Wy, Wo deux F-espaces quadratiques et W :=W; @ Wy. Si
Oy, ... by € Lagr(Wy) et 0, ..., ¢, € Lagr(Ws), alors

Tl ® ), @O =Tl b)) BT, ).
(iii) Symétrie diédrale.
T, oo b)) 2 T(loy . Uy, £1),
[T(l1, ... )] =—[T(lm, ..., 0)].
(iv) Condition de chaine. Pour tout 3 <k <m, on a
[T(l1, .. )] =[1(l1, .. )] + [T(l1, biey « - oy U]

Dans le cas m = 3, l'espace 7({1, {2, ¢3) est Witt équivalent & l'indice de Maslov défini par
Kashiwara [LV80]. Vu la condition de chaine, cela détermine [7(¢1, ..., {y,)] € W(F') pour m >3
quelconque. La dimension de 7 est aussi calculée dans la proposition suivante.

PROPOSITION 2.5 [ThoO6]. Regardons les lagrangiens (1, ..., ¢, comme indexés par Z/mZ.
Alors :
. m—2)dim W ) .
dim (4, ..., ly) = ( )2 - Z dlm(ﬁiﬂ€i+1)+2d1m' m ;.
i€Z/mZ €Z/mZ
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THEOREME 2.6 [Tho06]. Soit ¢ € Lagr(W), alors pour tout z,y € Sp(W) on a
My[x] - Mely] = vy (7 (€, yt, wyl)) My[zy].

La formule de dimension entraine que 7(¢, ¢, ¢) = 0. On en déduit un scindage au-dessus d’un
sous-groupe parabolique de Siegel.

PROPOSITION 2.7. Soit ¢ € Lagr(W). Notons P; le sous-groupe de Sp(W') qui stabilise ¢, alors
o @ (x, My[x]) fournit un scindage de p : Spy,(W) — Sp(W) au-dessus de Py(F).

DEFINITION 2.8. L’élément oy(—1) dans Sp,, (W) est central d’ordre 2. Il s’envoie sur —1 dans
Sp(W). On le note abusivement par —1. Cette convention sera justifiée par le fait qu’elle ne
dépend pas de ¢ (la proposition 2.9) et qu’elle est compatible avec tout scindage de p dont nous
ferons usage (voir le corollaire 2.17 et la proposition 4.21).

On abrége souvent (—1) - Z par —Z, pour tout & € %w(W) L’indépendance du choix de £ est
assurée par la proposition suivante, qui résulte des formules explicites pour w, dans [MVW87,
chapitre 2, I1.6].

PROPOSITION 2.9. L’élément —1 € Sp,, (W) agit par + id sur Sf;.

~(f
Il sera démontré que —1 vit dans le revétement Sp( )(W) pourvu que 8|f (la proposition 2.14).
On obtiendra aussi une caractérisation de —1 par la valeur du caractere de la représentation de
Weil.

2.4.2 Le modeéle latticiel. Ici F est supposé non archimédien de caractéristique résiduelle
p > 2. Fixons un op-réseau L C W tel que L = L+ et prenons A = L dans la construction générale
de (pa, Sa). De tels réseaux existent toujours.

Prenons Ly = L x F. Puisque p > 2, Lr est un sous-groupe de H (W) et on peut prendre
Yr(a,t) =1(t). D’olt une représentation lisse (pr,, Sr,) de H(W).

On choisit un systeme de représentants R C W de 'espace discret W/L. Pour tout r € R,
définissons une fonction localement constante & support compact f, : H(W) — C par

(7 +a,t)) = @/’(HW;)) sir’ =r,

0 sinon,

ot ' € Ret a € L. Ces fonctions forment une base de Sy,. Si I’on munit Sy, du produit hermitien
(f19) =2 wewr f(w,0)g(w,0), alors { fr }rcr est une base orthonormée.

PROPOSITION 2.10. Posons K := Stabg,(L). Pour x € K, soit My[x]: S — Si I'opérateur
unitaire g(-) — g(x~1(-)). Alors x+ (z, Mp[z]) est un homomorphisme injectif continu de K

dans Sp,,(W). Ceci fournit un scindage de p : éf)(z)(W) — Sp(W) au-dessus de K.

Démonstration. Pour la deuxiéme assertion, voir [MV W87, chapitre 2, 11.10]. O

Le sous-groupe ouvert compact K est toujours hyperspécial. Nous identifions désormais K

~(2
comme un sous-groupe ouvert compact de Sp( (W).
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PROPOSITION 2.11. Soient { f, },cr les fonctions définies précédemment. Pourr,r’' € Retx € K,
on a
=17\ _
¢<<r|x (ZT) T>> siz7'(r')—relL,
0 sinon.

(M[z]f)(r', 0) =

Autrement dit, si ' € R représente la classe ! (r) mod L, alors on a

tglalf) = (DY

Remarque 2.12. Supposons v de conducteur op. On a M+ = M* pour tout réseau M C W ; en
particulier L est autodual. Posons

H(L):=L x op.
C’est un sous-groupe ouvert compact de H(W). Soit (py, Sy) une représentation satisfaisant aux

(L)

énoncés du théoreme de Stone—von Neumann. On vérifie que S¢ est engendré par la fonction

caractéristique de L. Soit sy, € Sf(L), sg, # 0, alors My [x] est caractérisé par My [x](sr) = sL.

Montrons une compatibilité entre le modele de Schriodinger et le modele latticiel qui sera
utile. Supposons qu'il existe ¢, ¢’ € Lagr(W) tels que W =@ ¢ et L=((NL)® (¢’ NL). Soit
x € Sp(W) tel que zl =L et zt' =1

ProposiTION 2.13. Conservons les hypotheses ci-dessus. Soit T un F-tore maximal déployé
dans Py N Py, alors My[x] = Mp[z] pour z € T(F) N K.

Démonstration. Du point de vue du modele de Schrodinger, Sg(L) est engendré sy, := Ly
(voir [MVW87, chapitre 2, 11.10]). On a M [z](sy) = sz car € K. D’apres la formule explicite
de My[z] (voir [MVW8T, chapitre 2, I1.6]), on a aussi My[x](sz) = sz, d’ou I'assertion. O

2.4.3 La construction de Lion—Perrin. Le modele de Schrédinger conduit a une construction
~(2
du revétement a deux feuillets p: Sp( )(W) — Sp(W), étudiée systématiquement par Lion et
Perrin [LP81].

Pour V un F-espace vectoriel de dimension finie, posons

max

o(V) = (/\ V\{O}) /FXQ.

C’est un torseur sous F*/F*2 : ici nous adoptons la convention A’{0} = F de sorte que
0({0}) = F*/F*2. Un élément dans o(V) est dit une orientation de V.

Soient (1, {5 € Lagr(W) et e; € o(¢;) (i = 1, 2). Les F-espaces vectoriels ¢1 /(€1 N {2) et £3/(¢1 N
l9) sont en dualité par rapport a (-|-), d’ou 'accouplement

<‘> : 0(61/(51 ﬁgg)) X 0(52/(51 ﬂgg)) — FX/FXZ.

Fixons une orientation e € 0(¢1 N ¢2) et choisissons ¢; € 0(¢; /({1 N ¥{2)) de sorte que €; A e = e;
(1 =1, 2). Définissons

Agl’gz = <él|ég> S FX/FXQ.

C’est indépendant du choix de e.
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Fixons maintenant ¢ € Lagr(W) et e€o(f). Pour tout g€ Sp(W), munissons g¢gf de
I'orientation transportée. On définit

mg(g) — ’M,(l)(dim W)/2—dim gfﬂffl%b(Ag[’e).

Cela ne dépend pas du choix de I'orientation e. On construit §f)(2)(W) comme ’ensemble des
(g,t), geSp(W), t:Lagr(W)—C*
tels que :
e t(£)?2 =my(¢)? pour tout ¢ ;
o t(l') =yy(1(C, gl,gt',0'))t(£) pour tout ¢, ¢

La multiplication dans §f)(2)(W) est définie par (g,t)(¢',t") = (gg’, tt' - ¢4 ¢) 011
Cg.q () = 75(7(¢, gt, 99'0)).

~—(2
On définit p: Sp( )(W) — Sp(W) par p(g,t) =g. En utilisant les propriétés de I'indice de
Maslov, on vérifie que la multiplication est bien définie et associative, et que p est un revétement
a deux feuillets. I’élément neutre est (1, 1) ou 1 est la fonction constante de valeur 1.

Soit ¢ € Lagr(W), on définit la fonction d’évaluation ev, par

W), evilg, t) =t(0). 2)

. —~(2
Etant fixé ¢ € Lagr(W), on a un plongement de Sp( )

Schrodinger :

(g, t) € Sp

(W) dans Sp, (W) par le modele de

(g, t) = (g, t(£)Myg]).
L’image ne dépend pas du choix de ¢ et cela identifie %(2) (W) au sous-groupe dérivé de Sp,, (W).
Notons P = P, le stabilisateur de ¢ ; c’est le sous-groupe parabolique de Siegel associé
a f. Le résultat suivant affirme que le revétement §1;(8)(W) est suffisamment grand pour
réaliser le modele de Schrodinger. Ceci résulte de la construction de Perrin—Lion et du fait
que my () € ps.
PROPOSITION 2.14. Le scindage oy : P(F') — %¢(W) dans la proposition 2.7 est a valeurs dans

—~—(8 —~(8
Sp( )(W) En particulier, ’élément —1 dans la définition 2.8 appartient a Sp( )(W)

Remarque 2.15. Soit Py = MU une décomposition de Lévi, alors le scindage est unique sur sur
U(F) (voir MVWS87, appendice 1]). Nous donnerons une caractérisation de oy|ps en termes du
caractere de wy, (la remarque 4.8).

2.5 Le cas global
Dans cette section F' est un corps de nombres. Notons A 'anneau d’adeles associé a F'.

Fixons un caractere non-trivial 1 : A/F — S!, regardé aussi comme un caractére de A avec
décomposition en composantes locales
=@t
v

Fixons un F-espace symplectique (W, (:|)) défini sur op, notons L l’ensemble de op-
points de W, c’est un op-réseau dans W. Pour toute place v de F, on construit les
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objets suivants :
(W, <’>) = (W, <|>) Qr Fy ;
H(W,) : le groupe de Heisenberg ;

(pv, Sy) : représentation irréductible lisse a caractere central 1, ;

— U
Spy (W), Sp

Wy, :la représentation de Weil.

(Wy), Po : les revétements  (f € 2751) ;

Pour presque toute place finie v, %, est de conducteur o, et le complété L, de L est
autodual. Pour une telle v, posons K, := Stab(L,) et s, €S, le vecteur correspondant a la
fonction caractéristique de L, pour le modele latticiel (cf. la remarque 2.12). On définit
(py, Sy) = ®;(pv, Sy), produit restreint par rapport aux vecteurs s,. On définit le groupe de
Heisenberg adélique H (W, A) par rapport a L, alors (py, Sy) est une représentation de H(W, A)
a caractere central ¢. Le groupe Sp(W, A) agit sur H(W, A) de fagon naturelle.

—~—(f
On sait construire le produit restreint H;Sp( )

N={ (e e @rertp) =@ TTe =1}

o () 1)
Sp (W, 4):=]]Sp "(W,)/N.

(W,) par rapport aux K,. Posons

—~(f —~(f
On écrit une classe dans Sp( )(W, A) comme [Zy],, ou Ty € Sp( )(Wv) pour toute v.

—~(f
Les projections locales (py), fournissent un revétement p : Sp( )(VV, A) — Sp(W, A) et on a

Ker(p) = p¢. On définit la représentation de Weil adélique par wy, := ®;} wy, ; elle est spécifique.
(f)

On retrouve les avatars locaux p, : Sp (Wy) — Sp(W,) comme les fibres de p au-dessus des

Sp(Wo).

Par ailleurs, on peut formuler une variante du théorémi de Stone—von Neumann pour

H(W, A), ce qui permet de définir une extension centrale Sp,(W,A) de Sp(W,A) par C*,
~—(2

comme dans le cas local. On définit Sp()

— —(2) y . . —(©)
Spy (W, A) =Sp (W, A) x, C*. On définit les revétements Sp (W, A) en poussant-en-avant

via 2 — .

(W, A) comme son groupe dérivé et on a ainsi

Remarquons que les constructions dans cette section ne dépendent pas du choix de L. En
effet, si L, L' sont deux tels réseaux, alors L, = L/ pour presque toute place finie v.

D’apres Weil, il existe un scindage de p au-dessus de Sp(W), qui est unique et & image dans
—~(2
Sp( )(W, A) car Sp(W) est engendré par ses commutateurs. Donnons une construction explicite.

Fixons ¢ € Lagr(W), on construit les opérateurs My, [x] pour tout = € Sp(W) et toute place v de
Foul,:=0{®FpF,.

PrRoOPOSITION 2.16. L’application
- Sp(W) — 5p, (W, 4)

T — <:c ® My, [1:])

est un homomorphisme bien défini.
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Démonstration. Prenons ¢’ € Lagr(W) tel que W =/¢& ¢'. Pour presque toute place finie v,
onaL,=L,N¢, & L,NL. Dapres les formules explicites pour My, [z] et s, (voir [MVW87,
chapitre 2, II.6, 11.10]) avec la décomposition de Bruhat, My, [z] fixe s, pour presque tout v,
donc @), My, [x] € GL(Sy) et i est bien défini.

Montrons que i est un homomorphisme. Soient z, y € Sp(W), alors
My, [x] My, [y) = vy, (T(L, oC, myl)) My, [2y].
L’espace quadratique 7(¢, x¢, zyl) est défini sur F. Grace a la réciprocité de Weil [Wei64, § 30,
Proposition 5], le produit [], vu, (7(¢, z€, zyf)) vaut 1, cela permet de conclure. O

—~(2
Nous identifions désormais Sp(W, F') comme un sous-groupe discret de Sp( )

de 7. L’énoncé suivant est immédiat.

(W, A) au moyen

~(8
COROLLAIRE 2.17. Pour toute place v, soit —1v€Sp()

définition 2.8. Alors i(—1) est égal a [—1,]y.

(Wy) Délément considéré dans la

3. Classes de conjugaison semi-simples dans les groupes classiques

Dans cette section, F' est un corps parfait de caractéristique # 2. Une F-algebre étale a involution
est une paire (K,7) ou K est une F-algebre étale de dimension finie et 7: K — K est une
involution de F-algebre. Notons K7 la sous-algebre étale fixée par 7. La paire en question s’écrit
aussi K /K7 car T est déterminée par la paire (K, K#). On a une décomposition K# = [Licr Ki#,
ou I est un ensemble fini et Kl# est une extension finie de F' pour tout ¢ € I. Alors K admet
aussi une décomposition K =[[,.; K;, ot K; est soit une extension quadratique de KZ# , Soit
isomorphe a Kl# X Kl# Notons I*:={i € I: K; est un corps}. En tout cas, 7|k, est 'unique
KZ# -involution non-triviale sur Kj;.

Soit W un K-module. On peut définir les (K, 7)-formes hermitiennes ou anti-hermitiennes
sur W. Soit e=1 (respectivement ¢ =—1), on dit aussi qu'une forme (K, 7)-hermitienne
(respectivement anti-hermitienne) est e-hermitienne. Le groupe unitaire associé a (W, h) est
noté U (W, h). Si (K, 7) est une extension finie d'une F-algebre étale a involution (E, 7z), alors
on peut définir la poussée-en-avant d'une forme e-hermitienne (W, h), notée (trg/g)«(W, h), en
la composant avec l'application de trace trgp.

3.1 Le cas du groupe

Décrivons explicitement les classes de conjugaison dans les groupes classiques et leurs
commutants. On obtiendra aussi d’une description de la régularité.

Les groupes symplectiques. Soit (W, (-|-)) un F-espace symplectique. Les classes de
conjugaison semi-simples dans Sp(W) sont paramétrées par les données suivantes :

— une donnée (K/K7#,z) telle que z € K*, 7(z) =2~ et K = F[z] ;
— une (K, 7x)-forme anti-hermitienne (W, hg) ot Wi est un K-module fidele ;
— deux F-espaces symplectiques (W, (-|-)1) et (W_, (-|-)-).

Les espaces symplectiques sont classifiés par leur dimension, donc les parametres sont soumis a
une seule condition

dimp Wik + dimp W, + dimp W_ =dimp W.
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La classe de conjugaison associée aux données ci-dessus est notée
O(K/K#, z, (Wi, hic), W, (-])+)).
Commutants. Soit g € O(K/K#, x, Wi, hx), (W, {:|-)+)), alors
Sp(W)? =Sp(W)g =U(Wk, hi) x Sp(W4) x Sp(W-).

Décomposons K = [[..; Ki, 7 = (1), © = (;), et (W, hx) = (W5, hi))ier. Si i ¢ I* alors

U(W;i, h;) ~ GL . # (n;) avec n; := % dim .4 W;. D’ou :
UWie, hie) = [ Ukcoirs Wiy i) x T] GLer (na).
iel* igI+ '

Régularité. La classe ainsi paramétrée est réguliere si et seulement si Wi, =W_ ={0} et
Wk ~ K. Une classe réguliere est forcément fortement réguliere.

Les groupes orthogonauz impairs.  Soit (V, q) un F-espace quadratique de dimension impaire.

Les classes de conjugaison semi-simples dans O(V, ¢) sont paramétrées par les données suivantes :

— données (K/K#,x) comme le cas symplectique ;
— une (K, 7 )-forme hermitienne (Vi, hx) ou Vi est un K-module fidele ;

— deux F-espaces quadratiques (V, q4) et (V_, q_).
Les parametres sont soumis a la condition
(V,q) = (trg/p)«(Vie, hie) © (Vs q4) © (Vo q-).
Pour que O(K/K#, x, Vi, hx), (Vi, q+)) appartienne & SO(V, q), il faut et il suffit que

dimp Vi =1 mod 2,
dimp V_=0 mod 2.

Commutants. Soit g € O(K/K#, x, (Vi, hi), (Vi, q+)), alors

SO(V, q)? =U(Vk, hk) X R,
SO(V7 Q)g = U(VKa hK) X SO(V+1 qu) X SO(va q*)?

ou le groupe U(Vk, hi) admet une description analogue au cas symplectique, et
R={(a,b) €cO(Vy,q4+) xO(V_,q_) :deta-det b=1}.
Donc les composantes connexes de SO(V, )9 sont définies sur F et

2 si Vo #{0},

1 sinon.

(SO(V; ¢)? : SO(V; q)g) = {

Régularité. La classe ainsi paramétrée est réguliere si et seulement si

WKZK,
dimp V; =1,
dimp V_ =0 ou 2.

Une classe réguliére est fortement réguliére si et seulement si dim V_ = 0.
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Les groupes orthogonauz pairs. Soit (V, q) un F-espace quadratique de dimension paire. Les
classes de conjugaison semi-simples dans O(V, q) sont paramétrées par les mémes données pour
le cas impair, mais la condition sur dimg Vi devient

dimp V=0 mod 2,
dimp V_=0 mod 2.

Une classe de conjugaison O(K/K#,z, (Vi, hi), (Vi, q+)) dans O(V, q) se décompose en
deux classes OF dans SO(V, q). On n’aura pas besoin de les distinguer dans ce texte.

Commutants. La description des commutants est pareille que dans le cas impair.
Régularité. Une classe O(K/K#*, x, (Vi, hi), (Vi, qx)) est réguliere si et seulement si

WK ZK,
dimp Vi < 2.

Une classe réguliere est fortement réguliere si et seulement si V. = {0} ou V_ = {0}.
Les groupes unitaires. Prenons E une extension quadratique de F' et 7 l'involution de F

associée. Fixons € € {£1}. Soit (V, h) une (E, 7)-forme e-hermitienne. Les classes de conjugaison
semi-simples dans U(V, h) sont paramétrées par les données suivantes :

— données (K /K7, x) comme les cas précédents ; on demande de plus que K = K# @ E et
Tk =1id QT ;

— une (K, 7x)-forme e-hermitienne (Vg, hx) ot Vi est un K-module fidele ;

— deux (E, 7)-formes e-hermitiennes (V4, hy) et (V_, h_).
Les parametres sont soumis a la condition

(Vih) ~trg g, (Vie, hie) © (Vi, hy) @ (Vo ho).
Commutants. Soit g € O(K/K#, x, Vi, hi), (Vi, q+)), alors
UWV,h)?!=U(V,h)g=U(Vk,hg) xU(V4, hy) x U(V_, h_).

Le groupe U(Vk, hx) se décrit comme dans le cas symplectique.
Régularité. La classe ainsi paramétrée est réguliere si et seulement si

WKEK,
dimp Vi < 1.

Une classe réguliere est automatiquement fortement réguliere.

Remarque 3.1. La description des commutants admet une paraphrase schématique. Plus
rigoureusement, il faudra remplacer le groupe U(Wy, hg) (respectivement U(Vi, hx)) par la
restriction des scalaires Resy# p U (Wk, hi) (respectivement Res U (Vi, hi)).

Remarque 3.2. Supposons que F' est infini. Si 'on supprime z dans les parametres des classes
régulieres, on arrive a une classification des F'-tores maximaux a conjugaison pres dans les groupes
classiques.

On définit la somme directe de parametres de facon évidente.
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Classes assez réguliéres. Prenons € =41 pour les groupes orthogonaux et les groupes
unitaires associés a une forme hermitienne ; prenons € = —1 pour les groupes symplectiques
et les groupes unitaires associés a une forme anti-hermitienne.

DEFINITION 3.3. On dit qu’une classe de conjugaison semi-simple dans un groupe classique est
assez réguliere si elle est :
(cas symplectique) réguliere ;
(cas orthogonal impair) réguliere et paramétrée par (K/K7%, z, (Vi hx), (Vi, qx)) avec
V. ={0}, dimp V=1 ;
(cas orthogonal pair) réguliere et paramétrée par (K/K7, z,(Vi, hx), (Vi,qs)) avec
Vi ={0} ;
(cas unitaire) réguliere et paramétrée par (K/K¥ x, (Vi,hk), Vi, hy)) avec V, =V_

= {0}

Une classe assez réguliere est automatiquement fortement réguliere. Pour une classe assez

réguliere, la forme hx sur Wg ~ K dans son parametre est décrite par
Va,be K, hk(alb) =trg a(ct(a)b)
ou ¢ € K* est tel que 7x(c) = ec.

Pour une classe assez réguliere dans un groupe orthogonal impair SO(V, ¢), la donnée (V4 q4)
dans son parametre est déterminée par (V, ¢) et I'autre donnée (K /K7, x, c) d’apres le théoreme
de Witt. En tout cas, on peut simplifier le parametre d’une classe assez réguliere en la donnée

(K/K*, 3, 0)
satisfaisant & 7x(c) = ec et T (z) = 2~!. Deux données (K/K#,x,c) et (K'/K'#, 2’ ¢) sont
équivalentes si et seulement s’il existe un isomorphisme de F-algebres a involutions o :
(K, i) — (K, 7x) tel que
o(z)=2a,
O'(C)C/_l S NK’/K’# (K/X).

Remarque 3.4. Ecrivons les parametres comme K =[[,.; Kj, K# = [Licr Kl# ou KZ# est un
corps, 7= (1), et ¢=(¢;) pour tout i. Pour le paramétrage dans [Wal0l, 1.7], la forme est
décrite par
hic((ai)ier(biier) = Y [Ki: A7 ey s (ri(ai)bics).
iel
Autrement dit, nos parameétres ¢; correspondent & ¢;[K; : A]~! selon la convention de [WalO1].

Le cas de l’algébre de Lie. On peut décrire les classes de conjugaison semi-simples régulieres
dans les algebres de Lie des groupes classiques comme on vient de le faire pour les groupes, a l’aide
de données (K/K7%, x,c). La seule différence est que I'dlément x vérifie 'égalité = + 5 (x) =0
au lieu de z7x (z) = 1.

3.2 Conjugaison géométrique, le cas des corps locaux
Fixons un groupe classique U sur F.

PROPOSITION 3.5. Soient O(K/K¥ x,c) et O(K'/K'# ', ¢') deux classes de conjugaison semi-
simple assez régulieres dans U(F). Elles appartiennent a la méme classe de conjugaison
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géométrique si et seulement s’il existe un isomorphisme de F-algébres a involutions
~ !/
o: (K, k) — (K', 1)

tel que o(x) =2'. La méme assertion reste valide pour les classes de conjugaison semi-simples
régulieres dans I’algébre de Lie.

Supposons que F est un corps local. Décomposons (K/K#, z,c) = @ieI(Ki/KZ#, X, ¢;) et
POSONS SgN /o :KZ#X — Mo le caractere associé a l'extension quadratique Kl/KZ# si e l”,

et sgn,. o =1sl1 ¢ I'*. En tout cas, on a

K;/

1 siae N, 4 (E]),

i/K,L'#
—1 sinon.

SgnKi/Ki#(a) - {

On a un isomorphisme

(g0, e Jier - K#% [Ngejpen (K*) —— .

Posons d’ailleurs

SEN g/ f# 1= H SEN e et K#X = po.
i€l '
Supposons que U est un groupe classique et (K/K # ., x, ¢) paramétre une classe de conjugaison
assez réguliere O(K /K7, x, ¢) dans U. Soit ¢/ € K tel que 7(c/) = ec’. On dit que O(K/K7#, z, ¢/)
existe dans U si (K/K*, x, ') parametre une classe de conjugaison dans U.

PROPOSITION 3.6 [Wal01, 1.7]. Si U est symplectique, alors O(K/K¥, x, c) existe toujours
dans U. Par conséquent les classes de conjugaison dans la classe de conjugaison géométrique
contenant O(K/K#, x, c) sont en bijection avec pb’.

Supposons F' non archimédien. Si U est orthogonal ou unitaire, alors O(K/K#, x, ') existe
dans U si et seulement si

SgN ¢/ k# (c7id) =1.

Les classes de conjugaison dans la classe de conjugaison géométrique contenant O(K/K#, x, c)

sont en bijection avec
(p2)h = {(tz’) cw JJti= 1}'
i

Les mémes assertions restent valides pour ’algebre de Lie.

4. Le caracteére de la représentation de Weil
Sauf mention expresse du contraire, F' est toujours un corps local de caractéristique nulle dans

cette section.

4.1 Formules du caracteére

Nous adoptons Papproche de [Tho08a] et nous utiliserons systématiquement la construction de
Lion—Perrin dans cette section.

Désignons par W I’espace vectoriel symplectique (W, —{-|-)). Si z € Sp(W), alors le graphe
Iy ={(w,zw):we W}
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est un lagrangien dans W @& W. On a un plongement f:Sp(W)— Sp(W @ W) donné par
flx)=(1,z).
PROPOSITION 4.1 [ThoO8a, 1.3]. II existe un homomorphisme continu injectif

Sp” (W) — Sp™ (W & W)
) t) -

f:
couvrant f, qui est donné par f(x,t)=((1, ), f(t)) dans la construction de LionPerrin oil

fz(t) est déterminé par
fo ()€ £) = t(0).
Définissons des ouverts de Zariski denses dans Sp(WW) :
Sp(W) := {x € Sp(W) : det(x — 1) # 0},
Sp(W)t := {z € Sp(W) : det (2 — 1) #0}.
——(f —(f _ .

On vérifie que Sp(W)T > Sp(W)* D Sp(W )yeq. Posons Sp( )(W)T, Sp( )(W)i, Spy, (W), Sp,(W)#
leurs images réciproques dans §f>(f)(W), %T/}(W), respectivement, ot f € 27>;.

Fixons une mesure de Haar sur é?)m (W). L’admissibilité de wi permet de définir le caractere
@i = tr(wi) comme une distribution sur é\l/)(z)(W), d’out la distribution ©y = tr(wy).
THEOREME 4.2 (Maktouf [Mak99]). La distribution ©, est lisse sur é\ﬁ(z)(W)T. Si &= (z,t)€
g)(Q)(W)T, alors :

(i) en rappelant la définition de evp,(-) (2), on a
e, (f(@)
S) = L :
v(@) |det(z — 1)[1/2
(ii) en fixant ¢ € Lagr(W), on a aussi

t(O)yy(T(lz, T, LD L))
|det(xz — 1)|1/2 7

@1/,(.%', t) =

(iii) il y a une autre formule avec ambiguité de signe :

7 (1) Wy (det(a — 1))

Ou(2)==+
»(®) |det(z — 1)[1/2

De plus, |det(z + 1)|'/20, (%) est localement constante sur §I/)(2)(W)T.

Remarque 4.3. Si F = C, on identifie §f)(2)(W) a P2 X Sp(W). On a

€
Oy(e, 2) = ——————75 ;
v |det(x — 1) 01:/2

ot la valeur absolue | - |¢ est définie par |z + yi|c = 22 + y? pour tout =,y € R.

Notons par le méme symbole ©, le caractere de wy, sur la grosse extension %d,, qui est
bien défini comme une distribution. On en déduit une formule pour ©, au moyen du modele de
Schréodinger.
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COROLLAIRE 4.4. Fixons{ € Lagr(W). Soit & = (x, zM[x]) € Sp, (W) o1 z € C* etz € Sp(W)T,
alors
2y (T(T2, T, £ B X))

Ou(®) = — o — 72

—~(f
COROLLAIRE 4.5. Supposons que f € 27>,. Si &, § € Sp( )(W)T sont tels que z,y € Sp(W) sont
géométriquement conjugués, alors il existe € € g tel que

Oy(Z) =€ - Oy(9)-
Démonstration. Pour f =2, cela résulte de la troisieme formule du théoreme. Le cas général en

découle par la spécificité du caractere. O

COROLLAIRE 4.6. Soit —1 € Sp' (W) I'élément défini dans la définition 2.8. Alors

Ou(-1) = 2I".

Démonstration. La formule de dimension dans la proposition 2.5 entraine que dim 7(I'_1, T'y,
¢ & ¢) =0. On conclut par le corollaire 4.4. O

(8
COROLLAIRE 4.7. Fixons ¢ € Lagr(W), soit P, le stabilisateur de ¢ et oy : Py(F) — Sp( )(W) le

scindage défini dans la proposition 2.14. Supposons que z € Sp(W)T et qu’il existe ¢’ € Lagr(W)
tel que W =0® ' et x € M(F) := (PyN Pp)(F), alors

Oy(ae()) € Rxo.

Démonstration. D’apres le corollaire 4.4 et la définition de oy, il suffit de montrer que
7(T'z, T'1, £ @ £) = 0. En identifiant ¢’ & £V, le dual de £, on a 2 = (y, y~!) ot y = z|,. Donc

Ny ={(w,w) :weW, z(w) =w}
~ {v e b y(v) = v},
HiNn(lal)={(w,w):wel}~,
lal)NT, ={(w,z(w)):wel}~,
r,niNn(laed) ={(w,w):wel,z(w)=w}
~{vel ylv) =0}
On en déduit que dim 7(T';, I'1, £ @ £) = 0 a Paide de la proposition 2.5. O
Remarque 4.8. L’hypothese est équivalente & : 2 € Sp(W)T et  appartient & un facteur de Lévi

M de Py. Ce corollaire caractérise le scindage de p : §f)(8)(W) — Sp(W) au-dessus de M (F') car
Sp(W)T N M (F) est dense dans M (F).

4.2 Formules pour @;Z — @;, la forme de Cayley
PROPOSITION 4.9. La distribution 6):; — O, est lisse sur {T € §f)(8)(W) :det(x + 1) #0}. Pour
tout & € %(8)(W) tel que det(z + 1) #0, on a
(05, — 6,)(@) = (8, +6,)((-1) - 7).
Ici —1 est I’élément défini dans la définition 2.8.

Démonstration. Soit Sy = S;r &) 5’1; la décomposition de Sy, selon wy, = w:[ D w,- On conclut
par la proposition 2.9. O
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Donnons un autre lien entre @:Z—l—@; et @Z —@;. Introduisons d’abord des formes
quadratiques auxiliaires.

DEFINITION 4.10. Pour tout X € sp(W) inversible, définissons une F-forme quadratique ¢[X]
sur W par
¢[X](wiwz) = (Xw: |w).

DEFINITION 4.11. Pour tout = € Sp(W)#, définissons un élément C, dans End(W) par

rz—1

r+1
On vérifie que C;, € sp(W). Si z est semi-simple régulier alors C, 1’est aussi. On appelle ¢[C,] la
forme de Cayley.

THEOREME 4.12 (Thomas [Tho08b)). Si & € Sp,,(W)*, alors
+ —

O, + 06y,

+ —

Oy — 0y

Cp:=2

det(z +1)|"/2

(T) = WJ((J[Cx]) : m

Démonstration. Par la spécificité de O, il suffit de considérer le cas m = 2. Fixons ¢ € Lagr(W).

—~—(2
Soit 7 := (z,t) € Sp( )(W)i une paire dans la construction de Perrin—Lion. Rappelons que 'on

a défini une constante m_; :=m_1(¢) dans la construction. On a (x,t)(—1, m_1) = (—z, m_1t)
car 7(¢, £, zf) = 0 par la proposition 2.5. D’apres le théoreme 4.2, on a

evp, (f(x,t
61/1(1"’ t) = M)

evp, (f (=2, m_1t))
|det(z + 1)|1/2

@w(—l‘, m_lt) =

Comme f est un homomorphisme, on a
evry (‘]E(*SC, mflt)) =evr, (f(l‘a t)) cevry (f(i]-a mfl)) : ’)/w(T(Fl, FI) F*I))
On sait que
evr, (f(=1,m 1)) = eveae(f(=1, m_1))p(r(t & £, £ & £,T 1, T1)),
=m_1(¢)

car Tl ¢, Ld L, T_1,T1) =0 par la proposition 2.5.

Soit —1 € Spy, (W) l'élément défini dans la définition 2.8, alors (—1)- (2,t) =m_1(¢)~"-
(—z, m_1t) comme un élément dans Sp, (W), d'ott Oy (—z, m_1t) = m_l(ﬁ)(@;r - 0,)(z,1) par
la proposition 4.9. En utilisant les formules ci-dessus, on arrive a

0] +0, det(z + 1) |/

b ¥ et(z+ 1)

S =|— Iy, T, 7).
o) -0y (%) det(z — 1) W (7T, )

Calculons 7y (7(I'1, Ty, T—z)). En vertu de l'invariance symplectique, on a 7(I'1, Tz, ')
7(Ty-1,T1,T—1). Posons y := 271, alors C; = —C; et donc q[Cy] ~ —q[C;]. Il reste & prouver que
q|Cy] est isomorphe a 7(I'_1, I'y, I'y).

Puisque I't NI’y =Ty NI’y = {0}, on sait d’apres [Per81, 1.4.2] que 7(I'_1, 'y, I'1) est Witt
équivalent a la forme quadratique r sur I'y définie par

r(v) = (mr_ ()| wew
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ot r_, est la projection W @ W =T1 &T_1 — I'_y. Soit v = (w, y(w)) olt w € W. Posons

1+

wy = Ty(w),
1

wy = Ty(fw),

de sorte que (w, y(w)) = (w1, w1) + (w2, —ws2). Alors mr_, (v) = (w2, —w3), et
r(v) = (w2, —w2)[(w, y(w)))wew
= —(wa|w) — (wely(w))
= —3((1 = ywl(l +y)w).

Apres le changement de variable w’ = %(1 + y)w, la forme r est isomorphe & la forme r; sur W
définie par :

ri(w') = 2@y = Dy + 1) 'w'|w’) = ¢[C,) (),
ce qui fallait démontrer. O

4.3 Parameétres et la forme de Cayley

LEMME 4.13. Soit K/K# une F-algébre étale & involution. Pour tout r € K#*, soit (K, q(r))
le F'-espace quadratique défini par

q(r) = (tre# /)« (T Ng e (+))

ot on regarde (K, NK/K#(‘)) comme un K#-espace quadratique. Alors pour tout r, 1’ € K#*,

a07) = vulatr)) s ().

Démonstration. En décomposant K7, on se ramene au cas ott K# est un corps. On peut supposer
de plus que K# = F en remplacant ¢ par ¢ o try# /r- Lassertion découle d’une formule pour
7y en termes du déterminant et de I'invariant de Hasse [LP81, 1.3.4]. O

Soit X € sp(W) semi-simple régulier tel que X € O(K/K7, a, c). Désignons l'involution de
K par 7, on a 7(a) = —a, 7(c) = —c. Alors on peut identifier ¢[X] & la F-forme quadratique g[a]
sur K :

dla] - (2, 9) — —trgp(acr(z)y).
LEMME 4.14. Soit ¢ € K* tel que 7(¢') = —c. Soit X' € sp(W) semi-simple tel que

X' c O(K/K*, a,c).
Alors

Y (q[X']) = v (q[X]) - sgngrex ().

Démonstration. On conclut en appliquant le lemme 4.13 & 7 :=ac et 1’ :=ac’. a
COROLLAIRE 4.15. Soient x,y € Sp(W') semi-simples réguliers. Si

reO(K/K¥ a,c),

ye OK/K¥ a,c),
alors

Yo (@(Ca]) = 15(alCy)) - sgnpe e (dc7).
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Notre but principal est ’assertion suivante.

THEOREME 4.16. Soient Py le polynéme caractéristique de X € Endp(W) et Px sa dérivée,
alors

Y (alX]) = 3 ((=1)" ")y (det X) - sgne s (¢ Px(a)).

Traduisons d’abord tous les objets en termes de parametres. On a K ~ F[T]/(Px(T)),
et Py est égal au polynome caractéristique P, de a € K. Le déterminant det X est égal a
Ng/p(a). Observons aussi P,(a) € K*. Posons b:=a? et P, son polynome caractéristique, alors
K# = F[b] et

P,(T) = P,(T?),
P,(a) =2Py(b)a.

On a Px(X) €sp(W) et sa classe de conjugaison est paramétrée par (K/K#, P,(a),c). Il
suffira donc de prouver

Yy (qla]) = ’Y?/J((_l)nil)'Yw(NK/F(a)) SgnK/K#(chlpb(b)a)- (3)

D’apres le corollaire 4.15, les deux cotés du théoreme 4.16 varient de la méme facon par
rapport a ¢, donc il suffit d’établir (3) dans le cas ou

c=P,(a) =2Py(b)a. (4)

La forme ¢[a] est une F-forme quadratique sur le F-espace vectoriel K. On écrit un élément
w € K comme w =z +ya (x,y € K7), alors ¢[a] s’écrit comme

w=x+ya— —trK/F(Qbe(b)NK/K#(:c +ya))
=—4 U"K#‘#/F@Pb(b)(902 —by?)).
En posant 2’ = 2P,(b)by, i’ = 2P,(b)z, on obtient
qla) = (trpcs )« (Py(0) ™, —Py(b) 7'0).
Les lemmes suivants sur la forme trace concluront la démonstration de (3).
LEMME 4.17. Définissons
g0+ T+ 4 gnaT" ' = B(T) /(T — b) € K#[T).

Alors la base duale de {1, ...,b" '} par rapport a la forme trace (tres p)«(1) 1z trK#/F(xQ)
est

{Pb(b)_1907 s Pb(b)_lgnfl}-
Si l'on écrit Py(T) =ho+ hT + - -+ T", alors les g sont donnés par la formule

n
gr = Z hjbj_k_l.
J=k+1

Démonstration. L’énoncé est bien connu dans le cas ott K7 est un corps, dont la preuve s’adapte
sans modification. O

Posons m := |n/2].
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LEMME 4.18. La F-forme quadratique
q = (trK#/F)*<Pb(b)_1>
est isomorphe a :
(i) mH, sin=2m ;
(il) mH® (1), sin=2m+ 1.

Démonstration. Prenons la base {go, ..., gn_1}. Elle est duale & {1,b,...,b" '} par rapport &
q1 d’apres le lemme 4.17. La matrice Q := (q1(9i, g))i; est :

hi ho -+ hp1 1
ho hs --- 1 0
hs hy --- 0 0]
1 0 0 - 0
Notons que det @ =(—1)" et go,...,gm—1 forment un sous-espace totalement isotrope
de dimension m. Si n=2m, alors ¢t ~mH. Si n=2m + 1, alors il existe a € F* tel que
g1 ~mH ® (a). En comparant les déterminants, on peut prendre a = 1. O

LEMME 4.19. La F-forme quadratique
Q2= (th#/F)*@APb(b)*l)
est isomorphe a :
(i) (m—=1)H& (1, =Ng#,p(b)), sin=2m ;
(ii) mH & (Ng#,p (D)), sin=2m + 1.

Démonstration. Prenons la base {bgo, . .., bgn_1}. Elle est duale & {1,b,...,b" 1} par rapport
a qo d’apres le lemme 4.17. La matrice Q2 := (q2(bgi, bgj))i; est :
—hg O O --- 0 0
0 ho hg -+ hpq 1
0 hg hg --- 1 0
0 hg hsg --- 0 0
0 1 0 0 - 0

Donc ¢z se décompose en g2 = (—ho) @ g3 selon les blocs. La forme g3 est déterminée de la
meéme fagon qu’en le lemme 4.18 : g3 > mHsin =2m + 1, g3 ~ (m — 1)H & (1) si n = 2m. D’autre
part —hg = (—1)"" Ny » /r(b) d’apres la description du lemme 4.17. Ceci permet de conclure. O

Démonstration du théoréme 4.16. Observons que gp =~ (trE#/F)*<be(b)_1>. Avec le choix de ¢
fait en (4), on a vu que

qla] ~ q1 & —ga,
ou q1, g2 sont définies dans les lemmes 4.18 et 4.19. En utilisant les lemmes 4.18, 4.19 et le fait
Niyr(a) = Ng# p(—b) = (=1)"Ng# p(b), on arrive &

gla] = (n = )H® ((-1)"~", Ng/r(a)).
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D’ou
o (ala)) = 7y ((=1)" "Dy (Ni s (a)).
Puisque sgnK/K#(2c_1Pb(b)a):1 avec notre choix de ¢, cela établit (3), donc finit la

démonstration du théoreme 4.16. O

4.4 La formule via le modéle latticiel

Supposons désormais F' non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2 et fixons un op-
réseau L C W tel que L = L*. Posons K := Stabgp ) (L). Le modele latticiel (pr,, Si) permet

—~—(2
d’identifier K a un sous-groupe compact ouvert de Sp( )(W) On va étudier le comportement de
Oy sur K.

Remarquons d’abord que le relevement de —1 € K a %w(W) est égal a I’élément —1 défini
dans la définition 2.8 d’apres la proposition 2.13. Par conséquent, I’équation

Oyp(—x) = @:;(x) -0,(), z¢€ Sp(W)inkK

—~—(2
est vraie en deux sens : on peut considérer —x comme un élément de K, relevé a Sp( )(W) au
moyen du modele latticiel, ou au sens de la proposition 4.9. Ceci justifie notre abus de notations.

LEMME 4.20. Pour x € K N Sp(W)%, on a

o= Y oY),

qui est une somme finie si I'on fixe x.

Démonstration. Prenons un systéme de représentants R C W de W/L et la base orthonormée
{f+}rer de Sy, dans §2.4.2. Soit ¢ € C°(K N Sp(W)T) quelconque. Pour r € R, on a

(@) f,)(r,0) = / &) (wp () £,)(r, 0) da

KNSp(W)t

B /KmSp(W)* Ha)ls. @)y <<T’x21<r)>> e

(B, :={rc K:27'(r) —r €L}, quiest ouvert).
Si x est fixé, la somme sur tout € R du terme intérieur est finie et bornée par
|6(2)] - #((@™! = 1)7'L/L) = |¢(x)| - |det(z™" — 1),

qui est uniformément borné dans K N Sp(W)!. En utilisant le théoréme de convergence dominée,
on obtient

_ (rla"(r)) .
Oulo)= r;% /Kmsp(vv)T Ho)ls, (a:)¢< 2 > a

B /Kmslo(vvﬁ 0@ 2 1r, (xw(W;(m> o

_ /K I T qu)<<r|gc21<r>>>dm_
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Le terme dans la somme ne dépend que de la classe de r modulo L. On a (r|z~1(r)) = (z(r)|r),
et (x71 —1)r € L si et seulement si (x — 1)r € L car z € K. D’ou le résultat cherché. O

PROPOSITION 4.21. Soit 2 € K N Sp(W)!. On a :
(i) si (x —1)(L) =L, alors
Oy(z)=1;
la condition est satisfaite lorsque —x est topologiquement unipotent ;
(ii) si 2 topologiquement unipotent, alors x € Sp(W)* et
Oy () = |det(z — 1)| 72 - 3 (q[Ch)).

Démonstration. Montrons la premiere assertion. Si (z — 1)L = L, la somme dans le lemme 4.20
porte seulement sur I’élément 0, donc Oy (z) = 1.

Supposons que —z est topologiquement unipotent. Soit Z I'image de x dans Endr, (L/ppL).
On a (—z)" =1 pourvu que m soit assez grand. Puisque ¢ est impair, il en résulte que —1 n’est
pas une valeur propre de —z. Autrement dit : (z — 1)L = L. Cela démontre la premiere assertion.

Montrons la derniere assertion. Soit x € Sp(I/V)T N K topologiquement unipotent. L.’argument
pour la premiere assertion montre que (z+ 1)L =L ; en particulier |det(z +1)|=1 et donc
x € Sp(W)*. Par le théoreme 4.12 et la proposition 4.9, on en déduit

Oy (@) = 15 (q[Cal)ldet(z — 1)|V2(OF - O)(~)
= 1 (q[Ce])[det(z — 1) 720y (—a).
Or ©4(—x) = 1 par la premiére assertion. D’olt O (z) = |det(z — 1)| /2y, (¢[Cy]). ]
COROLLAIRE 4.22. Soit z € K N Sp(W) tel que sa réduction & € Sp(L/pL) est réguliére, alors
Ou(a) = Oy(~2) = 1.

Dans ce cas, on dit que x est de réduction réguliere par rapport a L.

4.5 Formules sur ’algebre de Lie

On peut obtenir une formule pour ©, sur 'algebre de Lie, ce qui aura un intérét indépendant.
Soit X € sp(W) inversible. On fait I'une des hypotheses suivantes :

(i) T'élément X est suffisamment proche de O ;

(ii) F' est non archimédien de caractéristique résiduelle p assez grande par rapport a n
(voir [Wal08, 4.3]), p > 2 et X est topologiquement nilpotent.

Alors il est loisible de définir exp(X) et exp(X) € Sp(W)*.

LEMME 4.23. Supposons que X vérifie I'une des hypothéses ci-dessus. Soit z =exp(X) €
Sp(W)*, alors

qCa] ~ q[X].

Démonstration. Il suffit de considérer le cas X semi-simple ; le cas général en résultera par
continuité. Soit A la sous-algebre commutative de End(W) engendrée par X. Pour a € A,
considérons son rayon spectral

||a]| :=sup{|A|F : A est une valeur propre de a}.

C’est une norme sur A car X est semi-simple ; A est complete par rapport a || - ||.
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On cherche une série formelle P(T') € [[ ]] dont le rayon de convergence est > || X|| telle
que P(X) est inversible et ¢[2- (z — 1)/(z + 1)](v|w) = (X P(X)v|P(X)w) pour tout u,v € W.
Cela équivaut a

P(X)P(-X)X =2 Ezigi N 1
P(X)P(—X) = % : Eggm.

Le terme & droite est de la forme 1+ Q(X), ot Q(T') € F[[T?]] a un rayon de convergence > || X||
et T|Q(T). Cela nous permet de définir

P(T) := exp(5 log(1 + Q(T))) € F[[T?]].

Cette série formelle a aussi un rayon de convergence >||X|. Donc P(X) est inversible car il
appartient a 'image de 'exponentielle. On a

_2 cexp(T) — 1

P(T)P(~T) = P(T)? =1 i G

On remplace T par X et cela permet de conclure. O

COROLLAIRE 4.24. Avec les mémes hypothéses, il existe une constante ¢ indépendante de X
telle que
c- X
0, (7) = w(elX])
|det(z — 1)[1/2
ou ¥ :=exp(X). Si ’hypotheése (ii) est satisfaite, on a ¢ = 1.

Démonstration. D’apres le théoreme 4.12, la proposition 4.9 et le lemme,

1/2
1 (q[C:]) (0 — ©,)(Z)

Posons ¢ := [2["©,,(—1). Lorsque X est assez petit, Oy(—) = |det(x + 1)|"!/2c. Dans le cas on
I'hypothese (ii) est satisfaite, on a ¢ = 1. D’ou le corollaire. O

4.6 Décompositions

Fixons f € 27-,. Supposons qu’il y a une décomposition orthogonale d’espaces symplectiques
W=wa---oW,.

Alors il existe un homomorphisme canonique

L H Sp(Wy) — Sp(W).
k=k

On en déduit un homomorphisme recouvrant ¢,
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~(f —~(f
telle que j~1(Sp' )(W)T) =[Tiz1 sp”
—~—(f —~(f
représentation de Weil de Sp( )(Wk) attachée a ¢ ; il est lisse sur Sp( )(Wk)T. Le résultat suivant
découle de I'additivité symplectique de I'indice de Maslov.

(Wk)f. Pour 1<k <r, notons G)Ef] le caracteére de la

~(f
PROPOSITION 4.25. Soient Ty, € Sp( )(Wk)T pour 1 <k <r, alors
- - N
Oy (j(@1, ..., 7)) = [ % (@n).
k=1

Supposons maintenant F non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2. Fixons un
réseau L C W tel que L = L. Soient Lj, := W), N L. Supposons que L = D)., L, alors L+ =1,
dans Wj. Posons K}, := Stabgyw,)(Lk)-

Soit 2 € Sp(W)T N K tel que x(L;) C Ly, pour tout k. Il existe alors z; € Sp(W;)T N K}, pour
tout k tel que ¢(z1,...,x,) =x. On regarde = (respectivement les x) comme un élément de

—~(2 —~(2
Sp( )(W) (respectivement Sp ~(W})) a l'aide du modele latticiel associé a L (respectivement
Ly). La proposition suivant résulte immédiatement du lemme 4.20.

PROPOSITION 4.26. Avec les hypothéses ci-dessus, on a
O,(x) = [ ¥
() H ¥ (zk)-
k=1

4.7 La formule du produit
Dans cette section on se place dans le cas global. Fixons f € 2Z-;. Rappelons que l'on a

une immersion canonique i:Sp(W, F) — é\f)@)(VV, A) C é\f)(f)(W, A). On écrit i(x) = [Z,], ou

.o (®

Z, € Sp " (Wy).

DEFINITION 4.27. On dit que deux éléments x = (z)y, ¥ = (y»), dans Sp(W, A) sont localement
géométriquement conjugués si pour toute place v, z,, et y, dans Sp(W, F,)) sont géométriquement
conjugués.

P . - - o (f
THEOREME 4.28. Soient z € Sp(W, F) et §=[jy] € Sp( )(W, A) tels que y est localement
géométriquement conjugué a x. Supposons que det(x — 1) # 0. Alors Oy, (§y) = 1 pour presque
tout v, et le produit [, ©y, (Jv) est bien défini et a valeurs dans pe. On a aussi

[ @) =1

De méme, si det(z + 1) # 0 alors les assertions ci-dessus restent valables avec (@fzy -0,,)
au lieu de O, .

Démonstration. Vu la proposition 4.9 et le corollaire 2.17, il suffit de traiter le cas det(x — 1) #
0. Pour presque toute place finie v on a L, =L}, §, € K, et (y, — 1)(Ly) = Ly, alors la
proposition 4.21 entraine que O, (7,) = 1. Puisque les distributions locales ©,, sont spécifiques,
le produit [], Oy, (%) ne dépend pas du choix des g,. La formule du produit pour ©y, (Z,)
découle de la proposition 2.16, le corollaire 4.4 et la réciprocité de Weil. Si § = [g,] € Sp(W, A)
est tel que y est localement géométriquement conjugué a x, alors O, (icv)@%(gv)*l € uf pour
toute place v d’apres le corollaire 4.5, cela démontre le reste. O
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5. Endoscopie

— —(f
Désormais, fixons f € 27~ et posons Sp(W) = Sp( )(W) pour W un F-espace symplectique o
~ —(f
F est un corps local. De méme, posons Sp(W, A) = Sp( )(W, A) si F est un corps global.

5.1 Données endoscopiques elliptiques

Fixons F un corps local ou global de caractéristique 0 et fixons (W, (-|-)) un F-espace
symplectique de dimension 2n, n € Z>q. Soient n',n” € Z>y, n’ + n” =n. Nous étudierons les
groupes

G :=Sp(W),
H=Hy,=H xH'| ot
H':=S50(2n" +1),
H":=S0(2n" +1) ;

G {%(W) lorsque F' est local,
Sp(W, A) lorsque F' est global.

Ici SO(2m + 1) (m =n' ou n”) signifie le groupe orthogonal impair déployé associé & la forme
quadratique sur F2m+1 .

m

2

(T ooy @Oy e ey Typy) > 2 g Tix—i + X
i=1

Notons p: G — G(F) (respectivement p: G — G(A)) le revétement métaplectique si F' est
local (respectivement global). Une donnée endoscopique elliptique de G est une paire (n/, n”)
comme ci-dessus. Désormais, fixons une telle donnée (n’, n”). Le groupe H := H,, ,» est le groupe
endoscopique elliptique associé a (n’, n”). Spécifions maintenant la correspondance de classes de
conjugaison géométriques semi-simples.

Fixons des F-tores maximaux déployés S’ Cc H', S” C H"” et posons S =5" x S”, c’est un
F-tore maximal déployé dans H. Fixons aussi des F-tores maximaux déployés T" C Sp(2n'),
T" C Sp(2n”) et T C Sp(W). Ces objets sont uniques & F-conjugaison pres.

Notons par WH'(8"), WH"(s"), wSe@n) (") WwSeEn") (1) WE(T) les groupes de Weyl
associés A ces tores maximaux, alors W (8) = WH' (") x WH"(5"). 1l y a des homomorphismes
canoniques

WH’ (S/) -~ WSp(2n’) (T/),
WH” (S//) -~ WSp(Zn”) (T”),
WSp(2n/)(T/) « WSp(2n”) (T//) < WSp(Qn) (T),

et des F-isomorphismes qui respectent les homomorphismes ci-dessus

~

// ey L
,u// S T"
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On obtient ainsi des F-morphismes, notés par les mémes lettres :
WS WH' (1) 1 SRR (1),
'u// . S///WH”(S//) -~ T///WSp(Qn”)(T//)’
v T JWSPCH(T!) s T jWSPC ) (1) — T /W (T).
Posons
(1= finy = v o (id, —id) o (i, p") : S/WH(S) — T/WE(T). (5)

Puisque G est simple et simplement connexe, p donne naissance a une application, notée
encore par { :

i CEC(H(F)) — CE0(G(F)). (6)
Cette application ne dépend pas du choix de F-tores maximaux. De plus, elle est a fibres finies
car i, ", v le sont.

DEFINITION 5.1. Si § € G(F)ss, v € H(F)ss sont tels que pu(08°(y)) = 0%°(§), on dit que § et
7 se correspondent.

Remarque 5.2. Lorsque n' =0 ou n” =0, p est bijectif. C’est démontré dans [How07] pour F
un corps local, mais ’argument marche aussi sur un corps global.

Explicitons 'application p en termes de parametres.
PROPOSITION 5.3. Soit v € H(F)ss = H'(F)ss x H"(F)gs tel que
v e O((K'/K'#,d, (Vir, hier), (VL d4)) @ (K" /K"#,a", (Vign, hien), (V2 q1))),
alors un élément § € G(F')ss lui correspond si et seulement si O(0) est paramétré par
O(K/K", (d, —a"), Wi, hic), Wa, (:|-)+))

ot K := K' x K" comme F-algébres étales a involution, et les autres données sont soumises atx
conditions

Wik ~ Vi & Vign comme K-modules,
dimF WJr +1= dimF V_{_ + dimF Vi’,
dimF W_+1= dimF Vi + dimF V_{_’

DEFINITION 5.4. On dit qu'un élément v € H(F)ss est G-régulier si (O (7)) est régulier. On
note I'ouvert de Zariski des éléments G-réguliers par Hg.reg.

Siy=(v,7") est G-régulier, alors v et 7" sont assez réguliers.

COROLLAIRE 5.5. Deux éléments v = (7', 7") € Hgreg(F') €t 6 € Greg(F') se correspondent si et
seulement s’ils admettent des paramétres de la forme suivante :

v eOK'/K'*,d ),
,_)// c O(K”/K”#, a//7 C//),
€ O(K/K*, (d/,—d"), ),

ot K = K' x K" comme F-algébres étales a involution. Il n’y a pas de restrictions sur les données
d,d, e

Enfin, la formation de 'application u est compatible aux complétions.
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5.2 Une notion de stabilité
Supposons que F' est un corps local. Soient § € Gheg(F) et T' I'unique F-tore maximal contenant
§. Alors D(68) := O*(8)/conj est un torseur sous H'(F, T). Explicitons cette action. Si O(J) est
paramétré par (K/K#, a,c), K = [Lic; K, alors on a des isomorphismes canoniques
HY(F,T) ~ K#* [Ny s (K*) ———— by’
(sgn;)ier

ol sgn; := sgn 4. D’autre part O%(d)/conj est isomorphe au méme ensemble, sur lequel

Ki/K

k3

HY(F, T) agit par multiplication.

DEFINITION 5.6. Soient 51, 5y € éreg, on dit qu’ils sont stablement conjugués si leurs images
dans G(F') sont stablement conjugués et si

(0 —6,)(61) = (6] — 67)(02).

Soit & € @reg, notons (’)St(g) I'ensemble d’éléments dans éreg stablement conjugués a 5. On

définit D(9) := O%(§)/conj.

Pour F'=R, cette notion ad hoc coincide avec celle d’Adams (voir [Ada98, 8.10]) si 'on

—~(2 ~
se restreint a Sp( )(W) Pour F'=C, on identifie G a Ker(p) x G(C). Deux éléments réguliers
(e1,61), (€2, d2) sont stablement conjugués si et seulement si 1, d2 le sont et €1 = g9, d’apres la
remarque 4.3.

LEMME 5.7. Soit § € Gyeg, alors p: G — G(F) induit une bijection D(5) — D(4).

Démonstration. Soit 8; € O*(8) et 01 € p~*(01) quelconque. D’apres le corollaire 4.5, il existe
€ € Ker(p) tel que

(6, —6,)(61) =€ (6] —6,)().
Or G):; — G); est spécifique, donc il existe un unique é; € p~!(41) stablement conjugué a 5.

Cela permet de conclure. O

Soient 5, 61 stablement conjugués. Notons T le F-tore maximal contenant J, on pose
inv(d, d1) := inv(6, 01) ; c’est I'unique élément ¢ € H'(F, T) tel que ¢ - § = 1.

Remarque 5.8. La notion de stabilité est compatible avec la restriction : si f, f' € 2751, f|f’ et
<~ —(f
5,55

sont stablement conjugués dans é\f)

- —~(f
(W )reg, alors 0 et 61 sont stablement conjugués dans Sp( )(W) si et seulement s’ils

5.3 Facteur de transfert
Sauf mention expresse du contraire, dans cette section F' est toujours un corps local.
Soient & € @reg, v=(7,7") € Hgreg(F') tels que 0 et 7y se correspondent. Supposons que
Pyl E O(K//K/#7 a’/7 cl)?
’Y” c O(K”/K”#, a//’ C”) :
alors on a une unique décomposition orthogonale W =W’ & W stable par § telle que si 'on
pose &' := 6|y, 8" := 6|y, alors
& e OK'/K'#, d, (),
5" e O(K”/Ku#, _a//7 C”).
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On a un homomorphisme canonique jzgf)(W’ ) X é\f)(W” ) — é\f)(W) et on peut prendre ' €
Sp(W'), &" € Sp(W”) de sorte que j(¢',6") :5.~ a paire (&,0"”) est unique et appartient a

SP(W')reg X SP(W")1eg ; par contre la paire (8",6") est unique & multiplication par {(e,e™!):
e € Ker(p)} pres.

DEFINITION 5.9. Avec les hypotheses ci-dessus, définissons

_ G)lJr . @/* _
A(F) = (@),
07, — Ol
A//(S”) o 6//;: + @//1; (5//)

T |®”1Jpr + @//1;|
Ao(8",0") := sgngern e (Py(a")(=a")™™ det(8' 4 1)),

ou ©’ i (respectivement ©” i ) sont les caractéres définis sur Sp(W’) (respectivement Sp(W")),
et Py (T) € F[T] est le polynome caractéristique de o’ € K'* (qui est aussi le celui de &' €
Endp(W’)). On vérifie que Py (a”)(—a")™" € K"#*.

Le facteur de transfert est défini par

A7y, 8) := Ao(8, 8" A/ (8 A" (6™).

Comme A’; A” sont des distributions spécifiques, A(y, d) est bien défini. Ce ne dépend que

de O%(v) et O(0), et le terme Ag ne dépend que de O%*(y). Définissons A(7, §) =0 si v et § ne
se correspondent pas. Cela définit une fonction A sur Hg reg(F) X Greg.
Remarque 5.10. Le terme Aq est trivial lorsque n’ =0 ou n” =0. Lorsque F =R et n” =0, A

~(2
coincide avec le facteur de transfert défini par Adams [Ada98], quitte & se restreindre & Sp( )(W)

Lorsque F' =C, A est trivial.

Déduisons d’autres formules utiles pour A. La proposition suivante résulte du théoreme 4.12
et de la proposition 4.25.

PROPOSITION 5.11. On a aussi

N . o 05 -0y
A(y,0) = Ao(67,67) - ﬁ((;) Y (q[Csr])
oF -0
0, +6, .
= Ag(8',8") -2 ¥ (5). o)L

COROLLAIRE 5.12 (Spécificité). A est spécifique au sens suivant :

Ve € Ker(p), A(y,e0) =¢eA(v,0).

Maintenant soit 7' le F-tore maximal contenant &, et T =T' x T” la décomposition
correspondant & § = i(¢’, 8”). Décomposons les F-algebres étales dans les parametres pour ¢, §”

comme
! /!
K =] &
iel’

K"=]] &/

ie[//
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Cela nous permet d’écrire
Hl(F7 T/) = ﬂ‘él*7
HY(F,T") ="

Comme l’endoscopie pour les groupes réductifs, on dispose de la notion du caractére
endoscopique k= k7 : H'(F, T) — po. Vu l'identification ci-dessus, c’est défini par

I/* 1%

Riph X
((t5)ier=, (t])ierr) — H t;.
iE€l'*

PROPOSITION 5.13 (Propriété de cocycle). Conservons le formalisme ci-dessus. Si 5 est
stablement conjugué a 41, alors

Ay, 01) = (r, inv(8, 1)) A7, ).
Démonstration. On utilise la premiére formule de la proposition 5.11. Le terme Ay ne dépend que
de (K'/K'#,d') et (K"/K"#,a"), donc la stabilité n’y intervient pas. D’autre part @:Z -0,

est constante sur une classe de conjugaison stable par définition. Il suffit de traiter le terme
74 (q[Cs]). L’assertion résulte immédiatement du corollaire 4.15. O

Remarque 5.14. Si F est global, les caracteres locaux définis ci-dessus s’assemblent, par la
théorie du corps du classes, en un caractere

Rt : Hl(A/Fa T) — b2
avec la notation de [Lab99, §1.4]. Ceci sera utile pour la stabilisation de la formule des traces.

Considérons la question de la normalisation (cf. [Wal08, 4.6]). Pour I'instant, supposons que
F' est non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2 et ¢ est de conducteur op. Fixons un
réseau autodual L C W et le sous-groupe hyperspécial associé K C G(F'). Fixons aussi un sous-
groupe hyperspécial Ky de H(F'). Supposons qu’il existe v € Ky, § € K qui se correspondent
tels que v, § sont de réductions régulieres. De tels choix existent.

PROPOSITION 5.15 (Normalisation a la Waldspurger). Pour (v,d) comme ci-dessus, on a
A(v,0)=1.

Démonstration. 11 existe une décomposition L=L"® L" ou L'=W’'N L, L =W" N L par nos
hypotheses. Soient K’ C Sp(W'), K” C Sp(W") les sous-groupes hyperspéciaux associés, alors
0 e K', 8" € K" et ils sont de réductions régulicres.

Montrons que Ag (¢, 6”), A'(0") et A”(6") sont tous 1. Clest clair pour Ag ; pour A’ et A",
on utilise le corollaire 4.22. O

PROPOSITION 5.16 (Symétrie). Notons A, .~ le facteur de transfert associé a la paire (n', n')
et Ay 4y celui associé a (n”, n'). Pour tousy = (7/,v") € H(F) et § € G(F) qui se correspondent,
on a

An’,n”((7/> 7”)7 5) = An”,n/((')//a '7/), —5) si 8|f
oi1 —1 € G est celui défini dans la définition 2.8. Plus précisément, on a

!
A

n’,n”)((sl)A/(/n’,n”)(5”) = A/(n//’n/)(_SII)A/(ITL//JL/)(_S”) si S‘f 3

Ao () (0, 6") = Do (nr ) (=0", =0"), £ quelconque.
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Démonstration. L’assertion pour A’A” résulte de la proposition 4.9. L’assertion pour Aq sera
démontrée en le corollaire 7.17. O

Enfin, on dispose aussi d'une formule du produit. Supposons F global, ¢ : A/F — S! un
caractere non-trivial avec décomposition 1) =[], 1,. On a défini un facteur de transfert A, pour
toute place v.

PROPOSITION 5.17 (Formule du produit). Soient ~ € Hgyeg(F') et 6 € G(F) qui se

correspondent. Soit i(8) = [0,],, alors :
— pour presque toute place v, on a Ay(v, d,) =1 ;

- Hv Ay(y,0y) = 1.

Démonstration. Dans ce cas-1a, on a une décomposition W =W'@ W” et des éléments ¢ €
SP(W')reg, 0" € Sp(W")reg tels que (&', 6”) = §. Tous ces objets sont définis sur F. Vu la formule
du produit pour A’; A" (4.28), il reste a prouver :

— pour presque toute place v, on a Ag,(8',0")=1;

— I, Ao (0", 0") =1.
Supposons que &' € O(K'/K'#,d', ), 8" € O(K"/K"#,a", ¢"). Posons d’autre part

o = Py (a")(—a")™" det(1 + a’) € K"#*.
La formation de o est compatible & complétion. Il s’agit de montrer que

H Sgan/Kg#(a”) =1
v

ou K/ est la complétée de K" comme une F-algebre étale & involution. C’est une conséquence
de la théorie des corps du classes. O

5.4 Descente parabolique
Supposons maintenant que 8|f. Rappelons que les sous-groupes de Lévi de H sont de la forme
My =[](GL(n}) x GL(nj)) x H’ (7)
el
olt I est un ensemble fini, H = SO(2m’ + 1) x SO(2m” + 1) avec (m/, m") € Z2, les (n}, n) €
7%, sont tels que Y, ni4+m'=n', Y, n!+m"=n". Le plongement de My dans
M est défini par [[, GL(n}) x SO(2m’+1) —SO(2n' +1) et [[, GL(n!) x SO2m" +1) —
SO(2n” 4+ 1). Posons m =m' 4+ m”. On dit quun sous-groupe de Lévi M de G correspond &
(Mp, H) sl est de la forme
M =]]GL(n:) x &, (8)
iel
olt G” := Sp(W”) avec W’ un F-espace symplectique de dimension 2m tel que n} + n” = n; pour
tout ¢ € I.

Fixons My et supposons M associé a (M, H). A Paide des décompositions ci-dessus, on écrit
les éléments de M (F) comme ((6;)ier, °) et on écrit les éléments de My (F) comme ((7;)icr,7°).
Notons G” la fibre de p : G — G(F) au-dessus de G*(F), alors p : G’ — G”(F) est le revétement
métaplectique et H” est un groupe endoscopique elliptique de G” déterminé par la paire (m/, m”).
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Le revétement p se scinde canoniquement sur les composantes GL(n;) par la proposition 2.14 et
la remarque 4.8, il y a donc un isomorphisme canonique

j: ] GL(mi) x & == p~ ' (M(F)).
Pour 0 € p~*(4), notons &’ € G” I’élément tel qu'il existe (8;) avec j((d;), 8”) = 4.

Un élément dans M (F)s est dit G-régulier s'il est régulier dans G. On note M¢.reg 'ouvert
de Zariski des éléments G-réguliers. Un élément v € My (F)
0 € Mg.reg(F') qui lui correspond.

« est dit G-régulier s’il existe

PROPOSITION 5.18. Soient My un sous-groupe de Lévi de H et M un sous-groupe de Lévi de
G qui correspond a (Mpr, H). Soient v € My (F') et 6 € Mg.reg(F') qui se correspondent comme
éléments dans H(F) et G(F). Alors+” et & se correspondent. Notons A, & et Ay, & les facteurs

de transfert associés & (G, H) et (G°, H”), alors

AH,(N}(’W S) = AHb,Gb (7b7 5b)

pour tout be p~1(0). Plus précisément, cette propriété est satisfaite pour tous les deux facteurs
A'A" et Ay.

Démonstration. Pour le terme A’A”, observons que, d’aprés la proposition 4.25 et le
corollaire 4.7, on a

04(7((6:), ")) = ©4(8")

ot le terme & gauche est défini par rapport & G. Par la proposition 5.11, on voit que

AN edf(gb)
A(OHA" (") = ——— Csil).
(0)A%(67) ’@w(éb”w(d 5])

Or les classes de conjugaison des composantes d; donnent des formes hyperboliques comme

facteurs directs de ¢[Cs»], qui n’affectent pas v, (¢[Csr]). On obtient la descente du facteur A’A”
en appliquant la proposition 5.11 encore une fois.

Pour le terme Ay, observons que O(d) est paramétré par une donnée

(K/K¥, a,0) = DG/ KT aiv ei) @ (B/EF, )

1

ot O(8")=O(E/E#,a,7) et Kz-zKi# ><Ki# pour tout i. Les données ont de plus les
décompositions KZ/KZ# = K//K* @ KI'/K'# | etc.
Il s’agit de démontrer que l'on peut enlever (KZ’/KZ’#, ai, cl) et (K{’/K{’#, al, ) dans la

79 “1 i1
définition de Ag. C’est clair pour (K//K/ #, a;,cj) car le caractere sgn g /s (+) se factorise
par K#* — E#*_ Pour (K{/KZ’#, al, c), observons que la symétrie du corollaire 7.17 pour Ag
échange les roles de ¢’ et §” quitte a les multiplier par —1. Un argument de va-et-vient permet

de se ramener au cas précédent. O
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5.5 Enoncés du transfert et du lemme fondamental

Dans cette section, F' est un corps local.
Intégrales orbitales. Soit M un F-groupe réductif connexe et soit m € Myeg(F'). Soient
feCXP(M(F)), m € Myeg(F). Posons
DM (m) :=det(1 — Ad(m)m/m,,),

o, )= D )2 [ oy )

Cette définition dépend des mesures de Haar sur M (F) et M,,(F). Si m € M(F) est fortement
régulier, 'intégrale orbitale stable est définie comme

)= Ju(ma, f)

olt m; parcourt des représentants de O%t(m)/conj.
Les mémes définitions s’adaptent a l'algebre de Lie. Soient f e C°(M(F)), X € myeg(F).
Posons

DM (X) := det(ad(X)|m/mx),

(X, )= DO [ f(e Xx) di,
M (F)\M(F)
)= Ju(X1, f)
X1

olt X; parcourt des représentants de O%'(X)/conj.

On considére aussi les intégrales orbitales sur un revétement. Soit p: M — M(F) un
revétement d’'un F-groupe réductif connexe satisfaisant a la condition simplificatrice suivante.

HyPOTHESE 5.19. On suppose que &, j € M commutent si x, y € M(F) commutent.

Définissons les sous-ensembles M, et Mg, comme les images réciproques de leurs avatars sur
M (F). Sot m € Mycg. Fixons les mesures comme précédemment et définissons

T (i, f) == | DM ()| V2 /M o ) (9)

ol T est une image réciproque quelconque de x. Si F' est archimédien, alors on peut définir les
intégrales orbitales d’une fonction f dans l'espace de Schwartz S(M (F')) ou S(M).

Revenons au cas du groupe métaplectique pour lequel 'hypothese 5.19 est satisfaite. Soient
v € Hareg(F), f € C22-(G). Définissons I'intégrale orbitale endoscopique par

HG77 ZA’% f)

ou :
— les § parcourent les classes de conjugaison dans G(F') qui correspondent & - ;

— 6 € G est une image réciproque quelconque de 8, le choix n’affecte pas la définition car A
est spécifique (le corollaire 5.12) et f est anti-spécifique.

Si F est archimédien, on peut aussi définir J,;, ~(-, f) pour f € S--(G).
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La conjecture de transfert. Soient v € Hgreg(F) et 6 € Greg(F) qui se correspondent.
D’apres la description des commutants via parametres dans §3.1, on a un isomorphisme entre
F-tores H, — G5. On en déduit une correspondance entre les mesures de Haar sur H.(F) et
Gs(F). Le résultat que nous établirons est le suivant.

THEOREME 5.20 (Transfert d’intégrales orbitales). Fixons des mesures de Haar sur G(F) et
H(F). Soit f € C2.(G), alors il existe f* € C°(H(F)) tel que
T 1) =T, 1)

pour tout v € Hgreg(F'), ou on utilise les mesures de Haar qui se correspondent sur les
commutants. On dit que fY est un transfert de f.

Si F est archimédien et f € S--(G), alors on peut prendre ff ¢ S(H(F)) satisfaisant &
Iégalité ci-dessus.

La fonction f¥ n’est pas unique, mais ses intégrales orbitales stables sont caractérisées par f.

Le cas non ramifié : le lemme fondamental pour les unités de ’algébre de Hecke.
HYPOTHESE 5.21. On fait les hypothéses ci-dessous.

(i) F est non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2 et |op/pp| > 3.

(ii) p est assez grand par rapport a n. Une minoration possible de p est celle dans [Wal08, 4.4],
appliquée aux groupes G et H.

(iii) ® est de conducteur op.

DEFINITION 5.22. Soit M un F-groupe réductif non ramifié. On dit qu'une mesure de Haar sur
M (F') est non ramifiée si mes(K) =1 pour tout sous-groupe hyperspécial K de M.

De telles mesures existent. Prenons un réseau autodual L C W et notons K = Stabg(L) le
sous-groupe hyperspécial de G(F') associé. Fixons aussi un sous-groupe hyperspécial Ky de
H(F). Le lemme fondamental pour les unités concerne le transfert de la fonction anti-spécifique

o el siiceK, ecKer(p),
fK(x)_{o si 7 ¢ p (K.

THEOREME 5.23 (Le lemme fondamental pour les unités de I’algebre de Hecke sphérique anti-
spécifique). Soit Ky un sous-groupe hyperspécial H(F'), alors 1, est un transfert de fx si 'on
utilise les mesures non ramifiées sur G(F') et H(F').

La démonstration occupera les sections suivantes. Nous obtiendrons aussi des résultats plus
forts sur le transfert pour le cas archimédien.

Remarques sur le choix de revétements. Les seuls résultats qui fait intervenir I’hypothese
8|f sont les suivants :
— la symétrie pour A’A” (la proposition 5.16), qui fait intervenir 'élément —1 € G ;
— la descente parabolique §5.4.

En particulier, on peut formuler la conjecture de transfert et le lemme fondamental pour
chaque choix de f. Montrons qu’elles sont équivalentes. Soient f, f' € 27, et supposons que f|f’.
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() ()

Posons G/ :=Sp (W), G := Sp

I’assertion suivante est claire.

(W). Alors G — G. Vu la remarque 5.8 et la spécificité de A,

PROPOSITION 5.24. Les énoncés de transfert (cf. le théoréme 5.20) pour G et G’ sont équivalents.
Idem pour le cas des fonctions de Schwartz dans le cas réel. Dans le cas non ramifié, les énoncés
du lemme fondamental pour les unités (cf. le théoréme 5.23) pour G et G’ sont équivalents.

6. Transfert : le cas archimédien

Les résultats ici sont valables pour le transfert des fonctions a support compact ainsi que les
fonctions de Schwartz. Nous traitons principalement le premier cas et nous signalerons a la fin
les modifications nécessaires pour les fonctions de Schwartz (la remarque 6.9). Puisque la
restriction des scalaires ne s’applique pas au groupe métaplectique, il faut traiter le cas complexe
séparément. Pour la plupart, nous occupons du cas F' =R ; le cas F' = C est beaucoup plus simple.
Nous rajouterons quelques remarques a la fin.

D’apres la proposition 5.24, il suffit d’établir le transfert pour f=8. Notons §f)(W) =
8
( )(W) pour tout F-espace symplectique W.

Sp
6.1 L’endoscopie chez Renard

Posons F =R et n’ +n” =n. Soient W un F-espace symplectique de dimension 2n et W =
W' e W’” dim W' =2n/, dim W” = 2n". A la paire (n,n”) et & un F-tore maximal T dans G
est associé l'objet x dans la proposition 5.13.

Afin de réconcilier avec le formalisme de [Ren99], posons
G :=Sp(W),
G :=Sp(W),
G®:=Sp(W') x Sp(W"),

Dans [Ren99], Renard travaille avec les revétements a deux feuillets et il considere le groupe
Im(j) au lieu de G°. Mais peu importe.

DEFINITION 6.1. On dit qu'une fonction f € C®(G®) est spécifique (respectivement anti-
spécifique) si f est spécifique (respectivement anti-spécifique) en les deux coordonnées. L’espace

de telles fonctions est noté par Cgo_((~?°) (respectivement C’COO(C;‘Q))

On dit qu'un élément (¢',0"”) € G° est G-régulier si 1(¢',0”) est semi-simple régulier.

L’ensemble des éléments G-réguliers est noté G‘é_reg, et son image réciproque G%_reg.

Nous utiliserons systématiquement I'application
T G- G°
(5&/7 i//) — (i,/’ —i'/,)’

ot " +— —" est 'opération définie par la définition 2.8. On a 7% =1id.
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Conservons les conventions de [Ren99] pour les mesures et les intégrales orbitales. Identifions
donc une intégrale orbitale sur G A une certaine fonction invariante ¢ € Coo(éreg) ; la méme
convention s’applique & G°. Dans ce qui suit, nous ne considérons que les fonctions anti-
spécifiques.

DEFINITION 6.2. On dit qu’une fonction ¢ € C*°(Gheg) est une intégrale orbitale anti-spécifique

s'il existe f € C22-(G) telle que ¢ = J (-, f). L’espace des intégrales orbitales anti-spécifiques est
notée Z--(G). De méme, définissons 'espace Z--(G°).

En utilisant la notion de stabilité introduite en § 5.2, qui coincide avec celle de [Ren99], nous
définissons les espaces d’intégrales orbitales stables anti-spécifiques :

UG, TH(G0).

On dit qu'une fonction ¢ € C*(Gieg) est une intégrale s-orbitale anti-spécifique si 7%¢ est
une intégrale orbitale stable anti-spécifique. L’espace des intégrales k-orbitales anti-spécifiques
est noté 7, --(G°).

Notre définition des intégrales r-orbitales coincide avec celle de Renard d’apres [Ren99, § 3,
p. 1226]. L’espace Z, --(G°) est une limite inductive d’espaces de Fréchet.

La démonstration du transfert archimédien repose sur trois ingrédients : le transfert de G
vers G°, le transfert de G° vers le groupe endoscopique H, et la comparaison des facteurs de
transfert. La comparaison sera fait dans la sous-section suivante ; les deux théoremes de transfert
se trouvent dans [Ren98] et [Ren99], mais il faut les mettre sous une forme convenable.

THEOREME 6.3 (cf. [Ren99, 4.7]). On sait définir un facteur de transfert
AR: G%—reg — M2
de sorte qu’il existe une application linéaire continue
Trans : Z--(G) — Z,.,--(G°)
¢ ¢°
définie de la fagon suivante : ¢° est déterminée sur le sous-ensemble dense Gg_reg par
SO = j(gla SU)?
¢ (5, 0") = Ar(8,8") D (K, inv(8,60))e(d).
5€0%t(8p) /conj
Observons en passant que j identifie O%(¢')/conj x O%(§")/conj a ©O%*(dy)/conj. Nous
donnerons une expression explicite de Ai dans la section suivante.

Démonstration. Dans [R§n99], ce théoreme est énoncé pour les revétements a deux feuillets, le
groupe Im(j) au lieu de G° et les intégrales orbitales spécifiques. Notre énoncé s’obtient en trois
étapes.

— Le théoréme [Ren99, 4.7] est valide si I'on remplace Im(j) par G°. Ceci est clair.

— Il reste valide pour les intégrales orbitales anti-spécifiques ; ceci est trivial car les objets
spécifiques et anti-spécifiques coincident pour les revétements a deux feuillets.

— Finalement, on étend le théoreme [Ren99, 4.7] & tout revétement de G(F'). Cela se fait
comme dans la proposition 5.24. O
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THEOREME 6.4 (cf. [Ren98, 6.7]). Posons H := SO(2n' + 1) x SO(2n” + 1), alors on peut définir
une application linéaire

T :T3YG°) — T*Y(H(F))
caractérisée par
T(9)(7', ") = A'(8)A' (8" (&, 8")
ou~etd e %(W’)regvse correspondent par rapport a la donnée endoscopique (gf)(W’), SO(2n' +
1) x {1}), 7" et 6" € Sp(W")req se correspondent par rapport a (Sp(W"), SO(2n” + 1) x {1}), et
A= 7612 ~ % .
[CHECN
Démonstration. Cet énoncé est pour lessentiel celui de Renard. L’énoncé dans [Ren98] ne

concerne que le cas n” =0, mais on ’étend sans difficulté aux produits directs. On procede
comme dans la démonstration du théoréeme 6.3 et obtient la version énoncée ci-dessus. O

6.2 Comparaison de facteurs de transfert

Les tores maximaux dans G sont isomorphes a des tores ‘standards’ de la forme
T = (CX)™ x (8H)" x (RX)%, 2m+7r+s=n.

Cela décrit tous les tores maximaux dans GG a conjugaison stable pres. On utilise les coordonnées
z=(zi)", w= (wj);f:l, a = (ag)i_, pour T Soient Z;, Wj, aj, les caracteres correspondants.

PROPOSITION 6.5. Soit (¢', ") € G°® qui est G-régulier. Supposons que le tore maximal T" x T"

10 1

1ot ot N ,
contenant (8, 0") est de la forme T™ "+ x T™ 75" On parameétre (0', §") par ses coordonnées
(2, W', d, 2" W, d"). Alors

Ag(d,6") = H sgn(Re(w}) — Re(wjn)).

Y

Démonstration. C’est essentiellement [Ren99, (4.8)] et les discussions qui suivent. O
COROLLAIRE 6.6. Le facteur Ap est constant sur une classe de conjugaison stable.
PROPOSITION 6.7. On a Ag = Ag.

Démonstration. Tous les deux facteurs Agr et Ag satisfont & la descente parabolique de la

proposition 5.18. Il suffit donc de les comparer sur tores de la forme 7" 0 x T™"".0  Soient

(K'JK'#,¥, ) et (K"/K"# b ") les paramétres de O(8') et O(6"), respectivement.
Calculons d’abord le polynéme Py (T)(—T)~". On a

— _Z/fl _Z _Z—l
Pb/(T)(—T)—n’:H(T (T Z(_)g2 NT—2)

T? — 2 Re(w)) +1

11 -

J
=[I@+ 77 = G+ 7@ +T ) =+ 57)

%

: H(z Re(w)) — (T +T71)).
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Les termes dans le produit sur 4 sont non négatifs si 7" est remplacé par un élément dans S*.
D’autre part,

det(1+8) = [[1+ )01+ Ha+a+7 )

. H(l + wj) (1 + wy),
J
qui est un réel positif, d’ou

sgn(Py (w;’,,)(—w;’u)_”/ det(1+4")) = H sgn(Re(wf) — Re(wjn)).
j/
On conclut en le comparant avec la proposition 6.5. O

Conservons maintenant les notations de §5.1.

THEOREME 6.8. Soit feCofi,(@), alors il existe ff € C*°(H(F)) telle que pour tout v =
(7/3 '7”) € HG—reg(F)a

Ji (v, 1) ZAe 0)J5(8, f)

ott la somme parcourt les classes de conjugaison des 6 € G(F') qui correspondent a ~y et 6eG est
une image réciproque quelconque de J.

De plus, Iapplication linéaire ¢ — ¢5 de T--(G) dans TY(H(F)) induite par f s fH est
continue.

Démonstration. Fixons do tel que g et 7 se correspondent. Prenons (56, 56’ )G comme dans
§5.3, alors j(d(, 04) = do. On peut supposer que les § dans la somme parcourent O%4(80)/conj.
Posons ¢ := Ja(:, f) € Z--(G). D’apres la proposition 5.13, le terme a droite vaut

A'(86)A"(85) A0 (89, 65) D _{, inv (B0, 6))(3).

é
Or la proposition 6.7 et le théoreme 6.3 entrainent qu’il est égal a
A (69) A" (55)¢° (8, 85),
ou
A (69) A (=05) - (7%6°) (b9, —05)-

Maintenant, 8, correspond & +/ pour la donnée endoscopique (Sp(W’), SO(2n/ + 1) x {1})
et —&) correspond & 4" pour (Sp(W”),SO(2n” + 1) x {1}). D’autre part 7*¢° € Z5¢(G®). En
appliquant le théoreme 6.4, on voit que la fonction ¢y € C°°(Hgreg(F)) définie par

7 A (5) A (=07) - (7*9%) (89, —0p)

appartient a Z5(H(F)). Ceci démontre I'existence de f. L’application Trans du théoréme 6.3
et 'application 7 du théoréme 6.4 sont continues, d’ou I'assertion sur la continuité. O

Ce théoréme établit le transfert le théoreme 5.20 pour F' = R et pour les fonctions & support
compacts.

Remarque 6.9. On peut démontrer une variante du théoréme ci-dessus ou f € S(@) et fHc
S(H). 11 faut adapter nos arguments, ainsi que ceux de [Ren98, Ren99], aux intégrales orbitales
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de fonctions de Schwartz. Des résultats de Harish-Chandra et Shelstad permettent de caractériser
ces espaces. Par exemple, les conditions les plus subtiles (I5'), (I§) dans [Ren99] ne changent
pas pour les fonctions de Schwartz, donc les mémes arguments marchent toujours.

Remarque 6.10. C’est aussi possible d’établir le transfert par la descente parabolique et la
descente semi-simple, qui sera établie dans la section suivante. Il suffit de reprendre les arguments
de [She08] et utiliser la caractérisation des intégrales orbitales énoncée dans [Ren99).

6.3 Le cas complexe
Supposons maintenant que F'= C. On confond les C-groupes et leurs points complexes. Dans ce
cas :
— G=ps xG, et A(7, (t,6)) =t pour tout t € pr et tous v € H, § € G qui se correspondent ;
— on peut identifier Cgo,(@) a CX(GQ) via f— f(1,-);
— la conjugaison se confond avec la conjugaison géométrique ;

— les tores maximaux sont conjugués ;

les intégrales orbitales stables se confondent avec les intégrales orbitales.

On peut toujours définir les espaces vectoriels topologiques d’intégrales orbitales Z(G) et Z(H).
L’existence de transfert est équivalente au théoréme suivant.

THEOREME 6.11. Soit f € C°(G), alors il existe f € C2°(H) telle que pour tout v = (y',7") €
HG-reg;

Tu (v, ) = Ja(5, f)
pour tout ¢ qui correspond a .

De plus, I'application linéaire ¢ +— ¢! de T(G) dans Z(H) induite par f — f est continue.

Esquisse d’une démonstration. La caractérisation des intégrales orbitales se simplifie énormément
pour les groupes complexes : il n'y a plus de ‘conditions de sauts’ (e.g. les conditions I5* et
& pour le groupe métaplectique réel). En effet, les singularités éventuelles sont associées aux
racines ; localement elles forment des murs de codimension réelle 2. D’aprés un principe de
Harish-Chandra, on peut outrepasser ces murs.

Fixons des tores maximaux SCH et T C(G. On sait qu’il existe un isomorphisme
S = T, équivariant par rapport au homomorphisme des groupes de Weyl WH — WE. Les
classes de conjugaison semi-simples dans G (respectivement H) sont paramétrées par T/W ¢
(respectivement S/W ). Le transfert en découle immédiatement en appliquant la caractérisation
des intégrales orbitales mentionnée précédemment. O

Remarque 6.12. Comme le cas réel, il y a aussi une variante de ce théoréme pour les fonctions
de Schwartz.

7. Descente semi-simple du facteur de transfert

Fixons f tel que 8|f. Les revétements métaplectiques dans cette section désignent les revétements
a f feuillets.
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7.1 Le formalisme de descente
Fixons F un corps local, (W, (-|-)) un F-espace symplectique de dimension 2n, (n/,n") € 72, tel
que n’ +n” =n. On en déduit les objets suivants :
é = §I/)(W)7
G:= SP(W)7
H':=8S0(2n' + 1) déployé,
H" :=80(2n" + 1) déployé,
H:=H x H".

Fixons e=(¢,€’) € H(F)ss et 7€G tels que neG(F)g et e se_correspondent. Pour
simplifier la vie, supposons aussi que 77 = =+1 lorsque n =41 (o —1 € G est celui défini dans
la définition 2.8). Ecrivons les parameétres de leurs classes de conjugaison comme

ne O(K/K#v v, (WK, hK)’ (Wia <‘>i))a
¢ € O(K'/K'* v, (Vig, W), (VL d4)),
E// c O(K,//K”#, ’U”, (V”, h’}l(), (V”, qg:))’
ou hi est anti-hermitienne et by, b/ sont hermitiennes.
La correspondance de classes exige que
(K/K#,v) = (K'/K'" o) ® (K" /K", —"),
Wi ~Vier ® Vity comme K-modules,
dirnp W+ + 1= dimF Vi + dimF Vil,
On décompose K en produit de F-algebres & involution L pour lesquelles L# sont des corps.

Si l'on pose u:= vl alors L = F(u). Adoptons la convention d’indexer ’ensemble des paires
(L, u) par u. Idem pour K', K. Alors

(K/E#, ) = @ EL/LF uy (W ha)) © (Wa, (1)+) @ (W=, (-])-),

u

(K'/E", ) = @@L/L#, u, (Vi b)) & (Vi d) @ (VD L),

u

(K"/E"#, .. ) =@/, —u, (V) H) & (VI d) o (V. q"),

u
ou :
— on permet que pour tout u, au plus 'un de V| et V. est trivial ;
— les paires (L, u) sont deux a deux inéquivalentes ;

— pour tout u, W, ~ V) @V, comme L-modules.
D’apres §3.1,
Gn = H U(Wu7 hu) X Sp(W—i-) X Sp(W—)7

H, =] UV, k,) x SO(V{,d,) x SO(V',q),
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=, =[JUW, i) x SOV, ¢/}) x SOV, ¢"),
u
HE = Hé/ X Hg/
On note abusivement la restriction de n sur U(W,,, h,) par u, celle de € sur U(V,,, h!,) par v’
et celle de —¢” sur U(V,/, hl)) par u”.
Rappelons que U(Wy, hy) ~ GLp4(3 dimp4 W,,) si L~ L# x L#¥. On a des immersions
canoniques
U(Wm hu) — Sp(Wua <‘>u)a
U(Vy, by,) = SO(Vy, (trp p)+hy,),
U(Vti/7 hZ) - SO(VJ’, (trL/L#)*hZ>7
ot (+|-)y 1= (try/p#)«hu). Le résultat suivant est évident.

LEMME 7.1. Si H. est quasi-déployé, alors SO(V, ¢/,) et SO(VY, ¢{) sont déployés.

Soient

X = ((Xu)u, X4, X_) € gn(F),
V= ((Yo)u, Y1, YD) € b (F),
V"= (V) YL, YY) € 53(F),
Y=("Y")eb(F).

I &

HYPOTHESE 7.2. On suppose X, Y semi-simples réguliers et assez petits.

Supposons de plus que 6 := exp(X)n et v :=exp(Y )e se correspondent.

DEFINITION 7.3. Soient my, mo des algeébres de Lie de produits de restrictions des scalaires de
groupes classiques. On dit que deux éléments Z; € m; (i = 1, 2) semi-simples assez réguliers sont
en correspondance par valeurs propres s’ils admettent des parametres de la forme

Zie O(K/K7?, a,c)
pour ¢; € K* convenables (i = 1, 2). On note cette relation par Z; ALy
LEMME 7.4. Avec ces hypothéses, on a
Vu, Xy (Y1, Y0,
x; & (YL, YD),
X By,
La correspondance ci-dessus fournit aussi des décompositions orthogonales W, = W/ & W,/

pour tout u et Wi = W/ & WY selon les valeurs propres. Les éléments X,,, X+ se décomposent
ainsi en

Vu, X, =(X], X)),
X+ = (Xjrin)’
X_ = (X, X",

o967

https://doi.org/10.1112/50010437X10004963 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X10004963

W.-W. L1

tels que
vu, X, By xr My
x, Loy xr oy
x My xr My
Enfin, posons
6 == exp(X)7.

Pour tout w, prenons ﬂeé\ﬁ(Wu) au-dessus de u tel que l'image de ((@)y,1,—1) par
I’homomorphisme

H Sp(Wa) x Sp(W4) x Sp(W-) — Sp(W)

est 7. C'est p0881ble grace a l hypothese que 7 = %1 lorsque n +1. Ensuite, prenons (@', 4") €

Sp(W’) X Sp(W”) qui s’envoie sur uESp(W ). Posons 7/ (respectivement 7”) l'image de
((@)y, 1, —1) (respectivement ((@”),, 1, —1)) par

[T Sp(W,) x Sp(WZ) x Sp(W’) — Sp(W")
<respectivement H Sp(W!) x %(Wl) x Sp(W") — %(W”))

PROPOSITION 7.5. Par rapport a ces décompositjons, le facteur A’ satisfait a

A (exp(X H Al(exp(X,)a") - A(exp(X)) A’ (—exp(X")).

De méme,

A/,(GXP(XN // H A” eXp(X//) /l) A”(eXp(X” ))A”( e){p()(l/ ))

Le produit A’ A" ne dépend pas de choix de 7/, )" et @', u".

Cela résulte de la proposition 4.25. Il est sous-entendu que les termes A’, A” & droite sont
pris par rapport & des espaces symplectiques convenables (e.g. W/ W/ etc.). Autrement dit,
A’A" est ‘additif’ par rapport aux sommes directes de parametres. Le comportement du terme
Ag est plus pénible a écrire : il est ‘bi-additif’.

PROPOSITION 7.6. Le facteur Ag(exp(X')n', exp(X")n") est produit des termes suivants
Ag(exp(X7), exp(XY)),
Ag(—exp(X" ) —exp(X")),
H Ao (exp(X])u, exp(X))u),
T SofexpCX) s exp(XL ),
w!Z£u’
H Ao (exp(X,,)u, exp(XY)),

HAO (exp(X] )u, —exp(X")),
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/ "
H AO(GXP(X-F)? exp(Xy,)u),
u

[T Ao(—exp(XL), exp(X])u),

Ag(exp(XY]), —exp(XT)),
Ag(—exp(X"), exp(XT)).
Démonstration. D'une part, le caractere sgnyn /K//#(') est additif par rapport aux sommes
directes des parametres K" /K"#. D’autre part, si K" /K"# est fixé, alors
Py(a")(=d")™ et det(d' +1)
sont tous additifs par rapport aux sommes directes de parametres (K'/K'#, a’). D’ot1 I’assertion.

a

On démontrera que seuls les trois premiers termes survivent apres descente.

7.2 Le cas non ramifié

Afin d’établir le lemme fondamental, on aura besoin de considérer la version non ramifiée de
la descente. Nous conservons la plupart du formalisme précédent et précisons les modifications
ci-dessous.

Conservons I’hypothése 5.21 ; en particulier, F' est non archimédien de caractéristique
résiduelle p > 2. Fixons un réseau autodual L CW. Soit K = Stabg(L) le sous-groupe
hyperspécial de G(F') associé. Cela permet d’identifier K comme un sous-groupe de G.

HYPOTHESE 7.7. Supposons que :

e 7 et € sont d’ordres finis premiers a p ;

e 4§,y sont des éléments compacts avec décompositions de Jordan topologiques
d = exp(X)n,

v =exp(Y)e,
X, Y : topologiquement nilpotents ;
e 4, se correspondent ;
e nekK,n=1;
e H. est non ramifié.
Dans ce cas, c’est loisible de supposer que (V1,d\), (VI,d1L), (Vi hl), (Vi hl), (W, hy)

admettent des réseaux autoduaux (voir [Wal08, 5.3]). La nilpotence topologique de X,Y dans
le cas non ramifié remplace la condition précédente que X, Y soient assez petits.

On décompose G, et H, comme dans la section précédente. Les éléments u sont d’ordre fini
premier & p. En particulier, L est une extension non ramifiée ; lorsque L ~ L# x L# . cela signifie
que L est une extension non ramifiée. On a aussi I’analogue suivant du lemme 7.4.

LEMME 7.8. Avec ces hypothéses, on a
Vu, X, < (YL, Y,
x, L (YL, YD),
X B vy,
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7.3 Enoncé de résultats

Sauf mention expresse du contraire, I’ est un corps local de caractéristique nulle. Conservons
aussi les formalismes précédents. Pour simplifier la vie, introduisons des conventions.

Notation 7.9. On dit qu'une expression est une bonne constante si :

— elle ne dépend que de O%(e) et O(7) ;

— elle vaut 1 dans le cas non ramifié.

Soient a, b deux éléments inversibles dans une F-algebre étale K. On dit que a ~ b si

(5)-

oil |- |z est I'unique valeur absolue sur F qui prolonge |- |r. La borne exacte dépendra du
contexte. Dans le cas non ramifié, on dit que a ~ b si a/b est topologiquement unipotent.

sup est assez petit,

UEHomF,alg(K,F)

F

THEOREME 7.10. Posons
A°(Y, X) := A(exp(Y)e, exp(X)i),
alors il existe une bonne constante c telle que

A (Y, X) = e [T Aul(Ya, Vi) Xu) - Ap (Y], Y), Xo) - A-((Y2, YY), X-).

Les termes A,, Ay sont définis de la fagon suivante. Avec la convention e € {+, — u},
supposons que Xo € O(K/K# a,c) et (K'/K'#, d', )@ (K"/K"#,a", ") est la décomposition
correspondant & Xo = (X, X/). Définissons

(YL, V), X,) = sgngen oo (vac” " Py @) pour tout u,

AL (YY), Xy) = sgngn e (" Py, (),

A_((YL,Y]), X_):= SgnK//K/#(cFlPX_ (a)),

ot Px, € F[T] est le polynéme caractéristique de X4 € Endp(Wx) et Px, |1, € L[T] est celui de

X, € End,(W,,). Pour tout u, la constante v, € L* satisfait a 7(7,) = (—1)3m Wun, et 4, € 07
dans le cas non ramifié.

Observons que Py, 7, est bien défini méme si L ~ L# x L# ; de plus, dans ce cas-1a A, = 1.

Démonstration. Ce théoreme s’obtient en multipliant les formules dans les propositions 7.18,
7.19, 7.20, 7.21 et 7.22 que nous démontrons. O

COROLLAIRE 7.11. Pour tout A € F*, on a
A(Y, X) = A’ (A%Y, A2 X).
Cela nous permet de prolonger A en une fonction définie sur toute paire

(Y, X) € (be)G—reg(F) X (gn)reg(F)'

7.4 Des lemmes techniques

Les lemmes suivants seront les seuls ingrédients non-triviaux dans la démonstration du
théoreme 7.10. On établit d’abord une formule de réciprocité pour sgn(-). Commengons par
une observation élémentaire. Soit z un élément dans une F-algebre étale, P, désigne toujours
son polynéme minimal sur F'.
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LEMME 7.12. Fixons un corps L. Soient K une L-algébre étale et z € K* tels que K = Fz].
Soient

[(cz Z}EPGL(Q,L), cz+d#0,
. az+b

W= cz+d

Soient P, € L[T)] le polynéme caractéristique de z et P, € L[T] celui de w. Posons m :=
deg P, = deg P, =dimp K, alors

m al +b\ a
(cT'+d) Pw<0T+d)_C PU,(C)PZ(T),

(ad — be)(cz + d)" 2P, (w) = Py (Z) P.(2).

LEMME 7.13. Supposons qu’il y a une décomposition orthogonale W =W'& W", n':=
s dim W/, n/:= 3 dim W”. Soit X € sp(W) semi-simple régulier tel que X = (X', X") ou X' €
sp(W’) et X' € sp(W"). Supposons que X € O(K/K# a,c) et

(K/K¥ a,¢)=(K'/K'# d, )@ (K"/K"# o, ")
par rapport a la décomposition X = (X', X"). Alors
SgnK’/K’# (PX//(CL,)) . SgnK///K//# (le(a//)) = (—1, _1)%’11” (det X/, det X//)F.

Démonstration (Waldspurger). Appliquons le théoréme 4.16 & X € sp(W), X' € sp(W') et X" €
sp(W"). On voit que

Yo (@lX]) = 7 ((=1)" )y (det X) - sgne/pex (¢ Px (a), (10)
Yo(alX]) = 1 ((=1)" ") y(det X') - sgner o (¢ P (), (11)
Yo (@[ X)) = 70 (=)™ ") yp(det X”) - sgugen g (¢ Py (a”)). (12)

On a aussi Px = Px/Pxn et ¢[X] = q[X'] ® ¢[X"]. En prenant (10) <+ ((11) x (12)), on obtient

sgiye s (P (a')) - sgngen s pens (P (a”))
_ pldet X)yp(1) Y((=1)" 1)
Yy (det X )yy(det X)) (1) (=)™ =y (1) 1))

(13)

En discutant les parités de n’, n” et en rappelant que vy, (—1) =, (1)~!, on déduit
Y ((—1)"71) ()™t sin/,n” sont impairs,
Yo (D ()" Dy ((=1)"""1) |1 sinon.

On utilise le fait suivant [Wei64, § 25 prop. 3 et §28 prop. 4] : pour tout a,b € F*, on a

ywlab)y(@d) _
Belape) @0

Il

D’une part, en prenant a =b= —1, il en résulte que v, (1)* = (-1, -1)p = ((-1)""", -1)p
si n’, n” sont impairs ; en tout cas :

%Z’((_l)n_l) _ (1 _1\n'n”
'710(1)%&((—1)"I_1)’yw((_1)n”—1)_( 1, 1)F .
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D’autre part, en prenant a = det X’ et b =det X", il en résulte que

Yo (det X)yy (1)
Yo (det X7)yy (det X7)

= (det X', det X")p.

Cela acheéve la démonstration. O

On en déduit une version au niveau du groupe a ’aide de la transformation de Cayley.

LEMME 7.14. Soit 6 € Sp(W)yeg tel que 6 =(8",0") ot W=W' @& W", § eSp(W’') et §" €
Sp(W"). Supposons que § € O(K/K*, a,c) et

(K/EK#,a,¢) = (K'/K'*#,d, )& (K" /K"#,d", ")
par rapport a la décomposition § = (&', 8"). Alors
sgnKu/K”#(Pa/(a”)(—a”)*"/ det(d" — 1)) - sgnyer g (Par (a')(—a")™™" det(6” — 1))

s 41 " +1
=(-1,-1)% (det 5/_1,det 5”—1)}7. (14)

Démonstration. Posons 2/ =a' +1/d’ € K'#*, 2" =a" +1/a" € K"# ; posons d’autre part b’ =
(2 +2)/(2' — 2), et idem pour b”. Alors le lemme 7.12 affirme que

PP (1) = (7 =2 Py (173 ).
et idem pour 2” et b”, ce qui entraine
Pl Py(1) = (=" — 2)" Py (1), (15)
Par(2)Pyr(1) = (2 = 2" Py (). (16)

On a (( +1)/(a’ —1))2=10" (idem pour a”) ; on déduit du fait 7((a” +1)/(a" — 1)) =
—(a” +1)/(a”" — 1) (idem pour @’) que P i1y/(ar—1)(T) = Py (T?), d’ot

a +1
Pb//(b/) — P(a”+1)/(a”—1) <a/—]_>’

et idem si l'on échange o et a”. Observons aussi que P (2")= Py(a”)(a")™" et
P.i(2') = Py(a')(a')™™". Assemblons toutes ces égalités dans (15), (16) et prenons sgn i ()
sgh g go# (+). Pour (15), cela donne

—n! n! CL// + 1
sgngon g (Par (a”)(a”) ™" Plariny (1) (1)) = sggen s <(2” —2)" Plar41)/(a'-1) <a~_1> )

OI‘ Z// — 2= —(1 — a")(l — 1/&”) S (_1)NK”/K”# (K”X) et P(a/+1)/(a/_1)(1) = (_2)271’ det
(& — 1)1, doit
a” —1

—n’ CL” + 1
sgnK///Ku# (Pa/(a")(—a") det(é’ — 1)) = SgnK///K//# <P(a/+1)/(a/1) <> > .

Appliquons le méme argument a (16) et multiplions les formules qui en résultent. Une application
du lemme 7.13 donne le résultat cherché. a

Considérons maintenant une situation différente. On aura besoin de deux lemmes concernant
les classes de conjugaison semi-simples de groupes orthogonaux pairs.
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LEMME 7.15. Soit (V, q) un F-espace quadratique de dimension paire. Soit K /K# une F-algébre
étale & involution. Soit t € F'*. S’il existe a, c € K7 tels que (a) = —a, 7(c) = cet O(K/K*  a, c)
existe dans SO(V, q), alors

sgng, () = (¢, (1) 4mF V)2 det ) p.
Démonstration. Supposons que O(K/K#, a,c) existe dans SO(V, q), alors

(V,q) ~ (K, (trK/F)*(CNK/K#(')))v
(Vi tq) = (K, (trg/p)«(tcNg c# (),
ott Ny /g# est la (K, 7c)-forme hermitienne wi— Ny gex (w).

On a vy(tq)/vy(q) =sgng g (t) d’apres le lemme 4.13. D’autre part la formule de v, en
termes du déterminant et de I'invariant de Hasse s(-) (voir [LP81, 1.3.4]) entraine

Wltd) _ oy
Yola) (ta) - s(a)

car dimp V est paire. D’apres [Lam05, 3.16, 3.20], on a s(tq)s(q) = (t, (—1)(d™r V)/2 det ), ce
qui fallait démontrer. O

LEMME 7.16. Soit (V,q) un F-espace quadratique de dimension paire. Si Y € s0(V,q) est
inversible, alors det Y € det q - F*2.

Démonstration. Fixons une base de V' de sorte que ¢ = (aq, . . . , ag;,) et regardons Y comme une
matrice. Soit @) la matrice diagonale diag(ay, . . ., agm), alors Y € so(V, q) équivaut a ce que Y@
soit une matrice anti-symétrique. Notons Pf(Y Q) € F* son pfaffien, alors

det Y =det YQ - (det Q)™ =Pf(YQ)? - (det Q).
Or det Q = aq - - - agy, = det g, d’ou assertion. O
Etablissons maintenant la réciprocité du facteur Ay.
COROLLAIRE 7.17. Sous les hypothéses du lemme 7.14, on a
Bo(®, 8") = Do(—4", —8),
ot Ag(—08", —¢") est défini par rapport au groupe endoscopique transposé H"” x H'.

Démonstration. D’apres le lemme 7.14, on a

1

y+1 n
AQ((S,, 5//)A0(_5//7 _5’) = SgnK///K//# <det (5’—1) Sgl’lK//K/#(<—1) )

il §d+1 8" +1
(=1, -1)% <det 5 1,det 5 1>F.

La classe de conjugaison contenant (&' +1)/(6' — 1) € sp(W') est paramétrée par (K'/K'#,
(a'+1)/(a" = 1),c) ; prenons ¢' la F-forme quadratique sur K’ définie par (trpm p)s
(¢ Ngrjrow(-). 1 existe ¢ € K'#* et Y/ eso(K',¢) tels que O(Y') est paramétré par
(K'/K'#,(a’ +1)/(a’ — 1), ¢})). Appliquons la méme construction & a” pour obtenir une F-forme
quadratique ¢” sur K”. Par le lemme 7.15, on a alors

5 +1 y+1 '
SgnK///K//# (det 5,_1> = (det m, (—1) det qll> F,

1 1

sgngc o (1)) = (1), (=1)" det )
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Par le lemme 7.16, appliqué a Y’ € so(K’, ¢') et Y € so(K", ¢"), on a
5’+1 (5/—{—]_ " & -1
SgnK///K//# (det 5,_1> = <det mu (_1)” det M>F7
" i / §+1
senge e (-1 = (=1, (=) det T )
0—-1)p

On en déduit que Ag(d', 6")Ag(—0", —¢") = (-1, 1) ((—=1)", (=1)" ) = 1. Cela acheve
la démonstration. )

7.5 Descente des termes A’, A"
PROPOSITION 7.18. Supposons que X1 € O(K/K*, a,c), soient X = (X', X) et
(K/K* a,¢)=(K'/K'# d, ) (K" /K"# d", ")
la décomposition de paramétres correspondante. Il existe alors une bonne constante cy telle que
Al (exp(X,)) A(exp(X1)) = ¢4 sgngon, oo ("L Pys (")),
PROPOSITION 7.19. Supposons que X_ € O(K/K#,a,c), X_ =(X",X") et (K/K*,a,c)=
(K'/K'# d, )@ (K"/K"#,4d", ") la décomposition de paramétres correspondante.

Il existe alors une bonne constante c_ telle que
A (—exp(X1) A" (—exp(X")) = e sgngo o (¢~ Py ().

Les assertions des propositions 7.18 et 7.19 sont équivalentes. En effet, d’apres la
proposition 4.9,
A (exp(X,)) A (exp(X)) = A (—exp(X) A (—exp(X))),
A (—exp(XL))A" (—exp(X”)) = Al(exp(X”)) A" (exp(X)).
Par conséquent, il suffit d’établir la proposition 7.18.
Démonstration (de la proposition 7.18). On a A’(exp(X’,)) =1 par la proposition 4.9, le

corollaire 4.6 et la lissité de ©, ; dans le cas non ramifié, on utilise la proposition 4.21. D’apres
le corollaire 4.24, il existe une bonne constante c telle que

Al(exp(XY})) A" (exp(XY)) = ¢ - 7y (q[XT])-

Vu le théoreme 4.16, on a

o @IXD) = 7 (1" s (det X7 - sgnen e (' Py (a)).

n”—l)

Le terme v, ((—1) étant une bonne constante, il suffit de montrer que 7, (det X7}) 'est aussi.

Rappelons que X"/ SPy et Y € so(V”,¢"), V" est de dimension paire. D’out 7, (det X)) =
vy(det ¢”) par le lemme 7.16, qui est une bonne constante car det¢” € oy dans le cas non
ramifié. a

PROPOSITION 7.20. Fixons la donnée wu et posons L= Flu]. Supposons que X, €
O(K/K*,a,c), soient X, = (X!, X!) et (K/K#,a,c)=(K'/K'# d,d)® (K"/K"#, d" ") la
décomposition de paramétres correspondante.
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Il existe alors une bonne constante c, et une constante o, € L™, oy, € oz dans le cas non
. , H 4
ramifié, 7(c,) = (—1)3™L Wi, | telles que

A(exp(X,)a") A" (exp(X,,)0") = cu sggen e (auC"_IPX{”L(a")).
Démonstration. D’apres la proposition 5.11,
Al(exp (X)) A" (exp(Xy)i") = Al (exp(Xu)@) 1 (] Coxp(xyyur])-

Puisque det(u? — 1) #0, le terme A’(exp(X,)a) = A’(@) est une bonne constante d’aprés
la proposition 4.9 ; dans le cas non ramifié, il faut aussi la proposition 4.21. Il reste a traiter
’WJ(Q[Cexp(X{L’)u”])'

OnaK"=K"#"®;4 L.Si L~L% x L¥, alors la forme q[Cexp(xyur] est hyperbolique, donc
Y (q[Cexp(x1ryur]) = 1. D’autre part sgn e/ gens (-) = 1 dans ce cas-la et la proposition est prouvée.
Supposons désormais que L est un corps. Fixons un plongement L — F'; la formule finale sera
indépendante du plongement.

Posons
m” :=dimy W,
A" :=exp(a”),
o uA” — 1‘
uA” +1
On voit que A" ~1 et C" =~ (u—1)/(u+ 1) #0. Grace au théoréme 4.16,

Y (@[Coxp(xmyun]) = 1 (—D)EFM™ ")y (N 1 (2C7)) - sgngen e (' Pacn (2C")). (17)

Le terme ’Y¢((—1)[L¢F]m”fl)

o (M (2 557 ) ) =0 (dgptzta+ D= 01w ),

u—+1

est une bonne constante, le terme vy (Ngr/p(2C")) est égal &

ce qui est aussi une bonne constante. Il reste donc & traiter le terme sgn g /g (- -+ ).
Enfin, sgnKu/Ku#(c“*lpgcu(QC”)) = sgnK,//K//#(20”*11'30//(0”)). Posons
ZL/F = HOmF_alg(L, F)

et posons op € X7 /p 'unique élément fixant u.
Observons que
PC// — H ng//|L
UEZL/F

ot la notation P,|;, signifie le polynéme caractéristique de o sur L, l'action de X, sur L[T]
provient de P'action sur les coefficients. On a aussi deg Peor|f, = m”. 1l en résulte que

PC//(C”) == PC//|L<C”) . H ng//|L(C”) - kuPC”|L(C”)7 (18)
O'EEL/F
oF#o0

ou k, € L est une constante ; k, € oz dans le cas non ramifié.

D’apres le lemme 7.12, on a

QU(UAH + 1)m//72PC//‘L(CH) = um”PC//|L(1)PA//|L(A”),
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d’oit
Ponp(C") = 3u™" " (wA” + 1> Pow (1) Py, (A”)
S i (TR Deai det(1 — (u—1)(u+ 1)~ W) Pan(A”)
~ hupa”|L(a//)7 (19)

ol h, € L* est une constante ; h, € oz dans le cas non ramifié.
En combinant (17)—(19), on voit qu’il existe une bonne constante ¢, et une constante o, € L*,
a, € 0} dans le cas non ramifié, telles que

PW’(Q[CeXp(X&’)u”]) = Cy * SEN ) g (aucﬂ_lpa”\[/(a//»'

Pour que le terme dans sgny g4 appartienne a K "3, il faut que 7(ay,) € (—l)m”au. Cela
acheve la démonstration. O

7.6 Descente du terme Ay

Nous considérons d’abord les trois premiers termes des dix termes dans la proposition 7.6.

PROPOSITION 7.21. Soit e € {+, —, u}. Supposons que

X, cOK'/K'" d, ),
X! e (’)(K”/K”#, a’, "
alors il existe des bonnes constantes de telles que :
(1) Bo(exp(X}), exp(X)) = dy - sgnyen s (P, (a") :
(i) Ao(—exp(X), —exp(X”)) =d_ - sgng g (Pxr (a')) ;

(iil) Ao(exp(X;,)u, exp(X;)u) = dy - sgn(BuPx11,(a")), ot Px; |y, est le polynéme caractéristique
de X! sur L, et 3, € L* est une constante, 7(3,) = (—1)dmz WaBy ; Bu€ o} dans le cas
non ramifié.

Dans les démonstrations ci-dessous, nous donnerons des formes explicites pour dy, d_, d, et

Byu- Vu le corollaire 7.17, il suffit d’établir le cas e = + et e = w.

Démonstration pour e = +. Posons

m = % dimp W,
m” =} dimp WY,
A" = exp(d'),
A" = exp(a”).
Vu la définition de Ay, on a
o(exp(X,), exp(X7)) = sgngen s (Par(A”)(—A”) ™™ 22
= s s (=)™ st e (P (),
ol on a utilisé le fait Py/(A”) ~ Py (a”).

VP
Montrons que sgng, r#(—1) est une bonne constante. Il y a une correspondance X/ «—

Y” €s50(V”, ¢"). D’apres le lemme 7.15,

sgngen s (—1) = (=1, (=1)™" det ¢” ) .

/

Prenons d = ((=1)™, (—=1)™" det ¢" ), c’est une bonne constante. O

976

https://doi.org/10.1112/50010437X10004963 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X10004963

TRANSFERT D’INTEGRALES ORBITALES POUR LE GROUPE METAPLECTIQUE

Démonstration pour ¢ =u. La démonstration est analogue a celle de A', A”. Si L = F[u]~
L# x L#, alors les deux c6tés valent 1 et on peut prendre d, =1, 3, quelconque. Supposons
désormais que L est un corps et fixons un plongement L — F'.

Posons
m' :=dimy W,
m” .= dimg, W/,
A= exp(d),
A" :=exp(a"),
EL/K = Homp,alg(L, F)
Regardons L comme un sous-corps de F. Notons oy € £, /i 'unique élément fixant u, alors
Pexp(XT’L)u =Py = H PX’u|L’
o€X /K
ou Pyry g, est le polynome caractéristique de A'u sur L, on a deg Py = m'.
Sio€Xr/p, 0 # 0o, alors
PX,u‘L(uA”) ~ (u— o)™ #£0.
D’autre part
Pg?u|L(UA”) = Pyryr,(uA”) = u™ Pasy(A”)
~ um/ Pa/‘L(a”).
Posons

Sw)y:= [ (u-o(w)eL”

O'EEL/F
oF#00

On vérifie que
Bu = ((—u) T ud(u))™ € L
satisfait & 7(0,) = (=1)™ B, ; il en est de méme pour Py (a”). On a aussi (3, € o] dans le cas
non ramifié. Do

Ao (exp(X7,)u, exp(Xy, Ju) = sgigon g <ﬂuP xy(a”) det(u + 1\W£)>
= Sg0 e ) o (ﬁuPXuL(a”)) SEN e it (NL/F(U + 1))

Soit ¢, la F-forme quadratique sur K" définie par (try/p)«(hy). Il y a une correspondance

X7 XE v e w(V, h!), donc
senjn o (Np i (w4 1)) = (Npjp(u+ 1), (~1)™ 5 det g}
d’apres le lemme 7.15 ; notons-le d,,. C’est une bonne constante et on arrive a
Ao (exp(X7,)u, exp(Xy)u) = dy - sgnger s (BuPxy r(a”)).
Remarquons que les définitions de d,, 3, ont aussi un sens dans le cas L = L# x L#, O

Traitons maintenant les sept autres termes dans la proposition 7.6.
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PROPOSITION 7.22. Il existe des bonnes constantes ¢,/ ,» (pour tous u' #u”), cy 4, Cu—, Cu,

C—uy C4,—, C— 4 telles que
Ag(exp(X, )/, exp(X))u") = cyr e,

Ao (exp(Xy,)u, exp(XY)) = cu 1,

Ao (exp(X,)u, —exp(X”)) = ¢y, -,
Ag(exp(X}), exp(Xy)u) = ¢t u,
Ag(—exp(XL), exp(X;))u) = c— u,
Ag(exp(X}), —exp(XY)) =y -,

Ao(—exp(XL), exp(X))) =c_ 4.
Démonstration. Pour tout e € {u’, u”, +, —}, on suppose que X, € O(K'/K'# d',c) et X! €
O(K"/K"# a",c"). Vu le corollaire 7.17, il suffit d’établir les cas (u/,u”), (u,+), (4+,u) et

(+7 _)'
Le cas (u’,u”). Posons
m' =1 dimp W},
m” = § dimp W,
L":=F"].
Alors
Pexp(a’)u’(exp(a”)u”)(_exp(a”)u”)_m, ~ Pu’(u”)(_u/) " ’
olt Py est le polyndme caractéristique de u’ € Endp(W/,). On vérifie que P (u”)(—u")™™ €

L#*. On en déduit que
Ag(exp(X))u', exp(X))u") = sg0 e o (Pur (U Y(=u")™™)

. SgnK///K//# <dgt(ul + 1|W11/)> .
Soit " := (trpm s )« (hyn). Il y a une correspondance X, AL Y., €s0(V/,, ¢"). On déduit
par le lemme 7.15 que
u//)—m’7 (_l)m”/[L"#:F] det q//)LN#

")) = (Pulu) (-

SgnK///K//# (Pu/ (UH)<
=iC1.

Toujours par le lemme 7.15, on a aussi
SENgcr / jer (dlgt(u/ + 1|W1’L/)> = <dgt(u/ + W), (=)™ det((trL”#/F)*qH))
F
= (Npp(u' +1), (-1 det((trpms/p)«q"))F

=:C2.

Prenons ¢, 4~ := cic2, c’est une bonne constante car c; et co le sont.
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Le cas (u,+). Posons m’:= 4§ dimp W), m":=§dimp W{. On a Pepau(exp(a”)) ~
P,(1) € F*. Dot

AO(GXP(X,{L)U/, XS'/_) = SgnKu/Ku# (Pu(l)(—l)_m/) SgnKu/Ku# <d§t(u + ]‘|WIIL>>
= Sgl’lKu/Ku# (Pu(l)(—l)_m,) SgnKu/K{/# (NL/F(U + 1))

= SgnKu/Ku# <d§t(1 — U‘W;)(*l)_m > SgnKu/Ku# (NL/F(’LL + 1))
Il y a une correspondance X/ Sy e s0(V”, ¢”). On déduit par le lemme 7.15 que

SEN g g <d§t(1 - ung)(_n—m’) = <d§t(1 —u|WH (=)™, (—=1)™" det qﬁ>

=: (1,

F

qui est une bonne constante.
De méme, on a

SgHK///K//# (NL/F(U + 1)) = (NL/F(U + 1), (_1)m” det QZ)F
=:!Ca,

c’est aussi une bonne constante. Prenons ¢, 4 := cica.

Le cas (+,u). Posons
m' = % dimp W,
m” =% dimp W,
L := Fu].
Comme dans le cas (u, +), on arrive a
Ao(exp(X'), exp(X!)u) = s crs (P (u)(—u) ™ 22)
= SN 1/ i (Pl(u)(—“)_ml)7

ot Pi(T)= (T —1)®> est le polynéme caractéristique de 1 € Endg(W).
Soit ¢" := (trpn s ) (). Comme dans le cas (v, u”), on conclut par le lemme 7.15 que

’

sgn e sors (PL(w) (—u) ™) = ((u = 1)*™ (=u) ™™ (=1)™" /1 F] det ") 4.

Prenons-le comme la bonne constante c4 .

Le cas (+,—). Posons m':= 1 dimp W/. Alors
Ao(exp(XY), —exp(X”)) = sgngn gons (P1(—1)22™)
= SgHK///K//#((—2) . 2)2m/ =1.
Prenons donc ¢y _ =1. O

7.7 Comparaison avec les facteurs de transfert des groupes classiques

Supposons F' non archimédien. Les facteurs de transfert pour les algebres de Lie des groupes
classiques quasi-déployés sont décrits dans [WalOl, chapitre X]. Comme dans [Wal01], la
correspondance de points est la correspondance par valeurs propres.

Relions maintenant le théoreme 7.10 et les facteurs de transfert pour les groupes classiques.
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THEOREME 7.23. Supposons que H. est quasi-déployé. Les facteurs dans le théoréme 7.10
satisfont a :

(i) pour tout u, A,((Y,,Y)), Xy) est le facteur de transfert pour le groupe endoscopique
UV, ki) x UV k) de UWy, hy) ;
(i) Ay((YL,Y"),X,) est le facteur de transfert pour le groupe endoscopique Sp(W.) x

SO(V”, ¢") de Sp(W,.) évalué en (X', Y"), X ) ;

(ili) A_((YL,Y)), X_) est le facteur de transfert pour le groupe endoscopique SO(V’, ¢’ ) x
Sp(W”) de Sp(W-) évalué en ((Y', X"), X_).

De plus, ce sont les facteurs de transfert normalisés au sens de [Wal08, § 4.7] dans le cas non
ramifié.

Démonstration. Prenons garde (cf. la remarque 3.4) que notre paramétrage de classes de
conjugaison est différent que celui de [Wal01] (cf. la remarque 3.4). Il faut aussi les observations
ci-dessous.

— Il s’agira de groupes classiques sur les corps L := F'[u]. Cela ne géne pas car le formalisme
de I’endoscopie est compatible avec la restriction des scalaires.

— Nos formes (W, h,,) sont anti-hermitiennes, pourtant celles de [Wal01] sont hermitiennes ;
cela n’affecte pas le groupe unitaire, mais cela change le choix de parametres (7(¢) = —c au
lieu de 7(c¢) = ¢) et la description de formes dans [Wal01, X.3].

— Afin d’étendre les formules pour le facteur de transfert de [Wal01] aux groupes classiques
non quasi-déployés, on adapte [LS87, (4.2)] a l'algebre de Lie. Soit M un groupe unitaire
ou orthogonal sur F', fixons une forme intérieure quasi-déployée M™* et un torseur intérieur
Y: M xp F "= M* xp F. 1l faut calculer un invariant défini comme dans [LS87, (3.4)],

avec des notations évidentes :
. Y, X
inv v %)

Pour des tels groupes, on peut choisir (M*, 1) dont la classe de cohomologie provient de
HY(F, M) au lieu de H*(F, M,q). Cela permet d’éviter les constructions de doublements
de [LS87]. Un calcul explicite analogue a celui dans [Wal01, X] permet de conclure.

— Les cas ou SO(V’,q") ou SO(V”,¢"”) est isomorphe & Gy, sont exclus dans [Wal01] car
ils rendent ’endoscopie non elliptique ; pour la méme raison, on ne considere pas le cas
L~ L# x L# (qui revient & I’endoscopie pour GL). Or les formules de Waldspurger restent
valables dans ces cas-la : elles valent la constante 1, et il en est de méme pour nos formules.

— A cause de notre définition d’intégrales orbitales, nous avons supprimé le facteur Ay dans
le facteur de transfert de [WalO1].

Apres des modifications, l'identification de Ay résultent immédiatement. Quant & A, il
suffit de considérer le cas ou L = Flu| est un corps et U(Wy, h,) est quasi-déployé. Posons
d :=dimy, W,,, on peut choisir v € L™ et une base de {e; : 1 < j < d} de W, de sorte que

0 sijt+kAd+1,

:—1d7 hue‘,e - :
T(v) = (=% (€5, ex) {27(_1)#1 sij+k=d+1.

On peut prendre v € o} dans le cas non ramifié.

Supposons que X, € O(K/K#, a,c), X, = (X, X!) et (K/K#, a,c)=(K'/K'#, d, )@
(K"/K"#, a", ") la décomposition de parametres correspondante. Alors le facteur de transfert
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pour le groupe endoscopique U(V,, h!) x UV, hl) de U(Wy, h,) est, & une constante
multiplicative pres,
SGN o ot (v 1Py, (a")).

D’autre part, il existe v, € L*, 7, € o dans le cas non ramifié tel que 7(v,) = (—1)%y, et
Au((Y, YY), X.,) est égal

(bonne constante) - sgn e /s (yud" " Py, (a")).

1l suffit de montrer que sgn g /g (7/7u) est une bonne constante. Cela résulte du lemme 7.15
car XI5 Y et UV, ) C SOV, (tryps)hl)).

Quant & la normalisation, voir la remarque a la fin de [Wal01, X]. O

8. Transfert : le cas non archimédien

Dans cette section, F' est toujours un corps local non archimédien de caractéristique nulle, é{)(W)

~(8
désigne le revétement métaplectique a huit feuillets Sp( )(W) de Sp(W).

8.1 Voisinages d’un élément semi-simple

Soit M un F-groupe réductif connexe ou un revétement d’un tel groupe vérifiant I’hypothese 5.19.
Dans le cas d’'un revétement p : M — M (F), si n € My, posons M := p~'(MP"(F)) et M, :=
p_l(MP(n)(F)). Dans le cas d’un groupe réductif, on confond systématiquement M et M (F').

Pour tout n € M et tout ouvert M"-invariant 4’ C m, contenant 0, il existe un ouvert M"-
invariant 4 C U4’ tel que :

(i) exp:U — M, est défini et est un homéomorphisme sur son image, qui est ouvert dans M, ;

(i) l'application (X, )+ 27! exp(X)nz de t x M sur M est partout submersive, son image
U est un ouvert M"-invariant de M ;

(iii) si z € M et §'il existe X € U tel que 2! exp(X)nx € exp(Lh)n, alors x € M".

De plus, tout ouvert M-invariant dans M contenant 7 contient un ouvert de la forme Ul
Lorsque M est un F-groupe réductif et 4’ est invariant par conjugaison géométrique, on peut
supposer de plus que :

— il est invariant par conjugaison géométrique sous M" ;

— six € M(F) et s'il existe X € U tel que 27! exp(X)nz € exp(Uh)n, alors x € M"(F).
Posons Uree := U N My, req.
ProposiTIiON 8.1. Soit 4 un ouvert comme ci-dessus. Supposons il suffisamment petit.
— Soit ff € C(U%), alors il existe f € C°(U) tel que
Taty (X, f) = T (exp(X)m, 1)

pour tout X € HUeg.

— Inversement, soit f € C°(U) tel que X — Juy, (X, f) est invariant par M"(F), alors il existe
ffe C°(U5) qui satisfait & Dégalité ci-dessus.
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Supposons que M est un F'-groupe réductif connexe et I'ouvert i est invariant par conjugaison
géométrique sous M, alors les énoncés précédents restent vrais pour I'égalité

Tii, (X, f) = Jit(exp(X)n, £9),

et la condition sur f pour Iexistence de f* est que X — Jur, (X, f) soit invariant par conjugaison
géométrique par M".

Ces propriétés sont bien connues, voir par exemple [Wal08, 2.3].

8.2 Un triplet endoscopique non standard

Notons G :=Sp(2n), G2 :=Spin(2n + 1). Pour ¢ € {1, 2}, notons X; , (respectivement X}) le
réseau de caracteres (respectivement cocaracteres) du F-tore maximal déployé standard dans G, ;
I’ensemble des racines (respectivement coracines) est noté par ¥; (respectivement ;). Identifions

Xi « & Z" avec la base standard {ej, . .., e,}. La base duale pour X} est notée par {fi,..., fn}.
Identifions X, au groupe des (z1,...,2,) € Z" tels que 1 + - - - + z, € 2Z. Alors
Si={£fit fi:1<i#j<npU{£2f;:1<i<n},
ilz{ieiiej:lgz;zréjgn}u{:teZ 1<i<n},
Yo={tfit fi:1<i#j<n}U{xfi:1<i<n},
igz{j:eizl:ej:lgz#jgn}U{:I:QeZ:lgign}
On a X5, C X .. Notons X, q:=X;,®Q (i=1,2), alors Xs,q= X1 .q. Posons j, =id
X150 — X240 Il y a des bijections
T:Y9— 2
tfix fj—Efit [
+fi— £2f;
T 21 — 22
te; T ej— e ey,
te; — £2e¢;.

Définissons b: Y9 — Qs par b(Efi £ f;) =1, b(£f;) = % : définissons b: % — Qso par
B(:teiiej) =1, b(+e;) = % Ces données fournissent un triplet endoscopique non standard
(G1, G2, j«) au sens de [Wal08, 1.7], qui est non ramifié lorsque p > 2. Comme ’endoscopie
standard, on dispose d’une correspondance de classes de conjugaison géométriques semi-
simples régulieres et d’'une correspondance de tores maximaux. La correspondance de classes

de conjugaison est comme suit : X € sp(2n)reg(F) et Y € spin(2n + 1)peg(F') = 50(2n + 1)1eg (F)
se correspondent si et seulement si X My (la notation dans la définition 7.3).
THEOREME 8.2 (Transfert non standard [Wal08, 1.8]). Fixons des mesures de Haar sur

G1(F), G2(F). Si X; € g; 4eg (i =1,2) se correspondent, alors pour tout fa € C°(go(F')) il existe
f1€ C(g,(F)) telle que

J& (X1, f1) = JE, (X2, f2),

ot les intégrales orbitales sont définies par rapport a des mesures compatibles sur les commutants.
On dit que f; est un transfert de fs.
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THEOREME 8.3 (Lemme fondamental non standard [Wal08, 4.10]). Plagons-nous dans le cas non
ramifié. Soient ¢ C g, (F) et 2 C go(F') des réseaux hyperspéciaux. Alors 1y, est un transfert de
L¢, si I'on utilise des mesures non ramifiées sur G1(F') et Go(F).

On utilisera une variante o Gy est remplacé par Go:=SO(2n +1). On a une isogénie
canonique G — Gy sur Z[1].

LEMME 8.4. Les assertions du transfert et du lemme fondamental ci-dessus restent valables si
I'on remplace G par Ga.

Démonstration. L’identification gy = gy préserve les réseaux hyperspéciaux si p > 2. On vérifie
que pour tout X € go yeq(F), JE}Z (Xa, f2) et Jth (X2, f2) ne different que par une constante
multiplicative dépendant du choix des mesures de Haar sur Go(F) et Go(F). Donc le transfert
reste valable. Quant au lemme fondamental, il suffit de montrer que cette constante vaut 1 si
I’on utilise les mesures non ramifiées. Cela résulte d’un résultat de Kottwitz adapté aux algebres
de Lie (cf. [Kot86, 7.3]) en prenant Xy de réduction réguliere. O

8.3 Démonstration du transfert

Soient € = (¢/, ) € H(F)ss. On commence par établir le transfert local en e.

LEMME 8.5. Supposons H, quasi-déployé. I existe un voisinage {l C h.(F') vérifiant les propriétés
du paragraphe 8.1 tel que si f € C22-(G), alors il existe fH e 0 (4F) telle que

pour tout v € 4N Hereg(F).

Démonstration. Soit U € b (F') un voisinage vérifiant les propriétés du paragraphe 8.1. Montrons
d’abord qu’il existe g7 € C2°(4) telle que

Ty.alexp(Ye, f) = J5 (Y, ') (20)

pour tout Y € 4 tel que exp(Y)e € Uf N Hereg(F).

Soient 11, . . ., nm des représentants des classes de conjugaison semi-simples qui correspondent
a €. Quitte a rétrécir 4, on peut supposer qu’il existe des voisinages U; C g, vérifiant les
propriétés du paragraphe 8.1, tels que I’ensemble des éléments correspondant a des éléments
dans 47 est inclus dans mﬁ u---u Q]En. Alors

m

TuaOn )= T 00 f)

i=1

pour tout € U¥ N Hereg(F) et tout f € 030((;), ou J[(;)é(% f) est défini de la méme fagon

que (9) sauf que la somme est restreinte aux § € U;. Ecrivons 7 = exp(Y)e. On se raméne &
démontrer que pour tout 1 <7< m, il existe geH (@ ¢ C(U) tel que

(@) _ yst H,(4)
O, 1) = T (Y. g ).
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Fixons un 1 <4 < m. Conservons le formalisme de §7.1 et paramétrons O(e) et O(n;) par

€ O(@DE/LY. . (Was b)) © (W (1) @ (W (1)),

u

¢ € 0@/, (V) © Vi) (Vi) ).

u

e o( DU/, —u (L) & (VL) & 04

u

Alors
Gy, = H U(Wy, hy) x Sp(W4) x Sp(W-),
H, = H U(V!, b)) x SO(VL, ¢) x SOV, ¢"),

" = H UV, bl x SO(VY, ¢!l) x SO(V”, ¢"),
He :Hé/ X

Prenons des images réciproques 7; € p~1(7);) telles que 7j; =41 lorsque 7; = +1. Par la

descente des intégrales orbitales dans la proposition 8.1, il existe une fonction fib € CX(0;)
telle que

e f Z A(exp(Y)e, exp(X)ii;) Ja,, (X, 17), (21)

ou X parcourt les représentants des classes de conjugaison dans g, (F) telles que exp(X)n;
X L . VP
corresponde a v, ou ce qui revient au méme, X «—— Y.
Effectuons les décompositions dans §7.1 :

X = ((Xu)u, X4, X4),
Y = ((Yu)u, Y4, Y2),
Xo = (X0, X)) eu(Wy, hy),
Yu= (Y, Y)) € u(Vy, he) x u(Viy, i),
Vi = (YL, YY) €s0(VL, ¢y) x so(VE, ),
ott e¢ {u,+,—} comme d’habitude. Il suffit de considérer le cas f’ =[], fu)- fr-f-

dont f, € CX(u(Wy, hy)), f+r € CP(sp(Wx)). D’apres la descente du facteur de transfert

dans le théoréme 7.10, quitte & rétrécir U le coté a droite de (21) s’exprime comme le
produit ([[, Ju) - J+ - J-, on

Ju=Ju(Ya) =Y BuYas Xu) Jywy h)(Xus fu);
Xu

Jp=Jp(Yy): Z Ay (Y, Xy )dspwy) (X4, f4),
X+

Jo=J (Y):=> A (Yo, X )Jspw (X, ),
X_

ou les éléments X, parcourent les représentants de classes de conjugaison telles que X, JP Y.
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On se ramene a démontrer que Y, — Jo(Ye) est une intégrale orbitale stable. Pour J,, cela
découle du théoreme 7.23 et du transfert sur ’algebre de Lie (voir [Wal08, 1.6]) pour I’endoscopie
des groupes unitaires. Pour Jy, fixons un X, dans la somme. Le transfert pour le groupe
endoscopique Sp(W') x SO(V”, ¢”) de Sp(W,) fournit une fonction

g+ € CZ(sp(W4) x s0(V”, ¢”))
telle que
T (Vi) = Jspwyxsovrgn (X5 YY), g4).

En décomposant g => ¢, ¢/ ou g, eCX(p(W.)), ¢l ecC> (o(V” ¢")) et en
appliquant le transfert non standard du théoreme 8.2 et lemme 8.4 au triplet
(Sp(WZ),Spin(V{, ¢} ),...) et a Disogénie Spin(V],q,) — SO(V], ), on déduit que Y  —
J+(Y}) est une intégrale orbitale stable. Le méme argument montre que Y_ +— J_(Y_) Dest
aussi. Cela établit (21).

Déduisons maintenant ce lemme de (20) en remontant les intégrales orbitales. En effet,
Y — Jf}e (Y, g!) est invariante par conjugaison géométrique par H¢ car .J H,é(" f) Dest. D’apres
la proposition 8.1, il existe f7 € C°(uU%) tel que Ji (Y, gf') = Jij(exp(Y)e, fI). Cela acheve la
démonstration. O

Pour démontrer le théoreme 5.20, nous ferons usage d’une caractérisation locale des intégrales
orbitales stables due & Langlands et Shelstad. Adoptons la convention de [LS87] concernant les
mesures de Haar.

THEOREME 8.6 [LS90, 2.2A]. Soit M un F-groupe réductif quasi-déployé. Soit J une fonction
sur Myeg(F'). Supposons que :
— J est stablement invariante ;
— il existe un ouvert compact C C M(F) tel que J est a support dans UmeM(F) mCm™ N
M,ee(F') ; on dit que J est a support compact modulo conjugaison ;
— pour tout € € M (F)ss, il existe un ouvert 20 contenant € et fo € C°(M(F)) tels que

J(y) = T3 (v, fo)
pour tout v € W N M,ee(F) ; on dit que J est une intégrale orbitale stable locale en e.

Alors il existe f € C°(M(F)) tel que J(v) = J55 (v, f) pour tout v € Myeg(F).

Démonstration du théoréme 5.20. On veut appliquer le théoreme de caractérisation a J H,G‘(" f)
sur H(F). A priori, cette fonction stablement invariante est définie sur Hg.reg(F). Or le
transfert local du lemme 8.5 appliqué aux éléments réguliers permet de la prolonger sur Hyeg(F).
Comme dans I’endoscopie pour les groupes réductifs, on montre que J .G est a support compact
modulo conjugaison. Soit € € H(F')ss. Pour étudier le comportement local en €, on peut supposer
H, quasi-déployé d’apres les arguments dans [L.S90, 1.3]. Maintenant le lemme 8.5 montre que
J [, st une intégrale orbitale stable locale en €. Cela permet de conclure. O

8.4 Démonstration du lemme fondamental pour les unités

Nous nous plagons dans le cas non ramifié de I’hypothese 5.21. Notons p la caractéristique
résiduelle de F'. Fixons G = Sp(W) et H = H,s ,» un groupe endoscopique de G. Fixons un réseau
autodual L C W et posons K = Stabg(L). Identifions K & un sous-groupe compact ouvert de G
a l'aide du modele latticiel.
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Conservons les notations du théoreme 5.23. Cette section est consacrée a la démonstration
de I'égalité
Tya(v fr) = T (v Tiy) (22)
pour tout v € Hg.reg(F'), ot on utilise les mesures non ramifiées sur G, H(F) et des mesures
compatibles sur les commutants.
Comme le transfert, ce lemme fondamental sera démontré par la méthode de descente. Pour
ce faire, effectuons des réductions.

LEMME 8.7. Siy n’est pas un élément compact, alors Jy; &(v, fx) = Jif (v, 1ky) = 0.

Démonstration. La compacité ne dépend que de la classe de conjugaison géométrique
(voir [Wal08, 5.2]). Supposons que 7 n’est pas compact, on a alors O%(y)N Ky =1, d’ou
J5 (v, 1k, ) = 0. D’autre part, si § € G(F) qui correspond & v n’est pas compact, alors O(8) N
K =10, d’out J5(9, fr) = 0. Or la correspondance de classes de conjugaison semi-simples de § 5.1
préserve la compacité. On en déduit que J H,é(% fx)=0. O

Supposons deés maintenant que v = (7', v”) est compact, alors on a la décomposition de Jordan

topologique
v =exp(Y)e, (23)
e= (¢, €, (24)
Y = (', Y"), (25)

telle que € est d’ordre fini premier a p.
LEMME 8.8. Avec les hypotheéses ci-dessus, il existe v1 € Hg.reg(F) tel que :
— 7,71 sont stablement conjugués ;
— soit v1 = exp(Y1)e la décomposition de Jordan topologique, alors H., est quasi-déployé.

De plus, supposons H. quasi-déployé, alors € est stablement conjugué a un élément de Ky si
et seulement si H. est non ramifié.

Les mémes assertions restent valides pour un élément compact 6 € Greg(F) et sa
décomposition de Jordan topologique.

Démonstration. Voir [Wal08, 5.13(2) et 5.3(v)]. O

LEMME 8.9. Supposons que ¥ € Heg.reg(F') est compact avec € € Ky, alors il existe § € G(F) qui
correspond a vy avec la décomposition de Jordan topologique § = exp(X)n telle que n € K.

Démonstration. Cf. [Wal08, 5.7(ii)]. O

LEMME 8.10. Soit n € K d’ordre fini premier a p, alors Gy, est non ramifié et K, := K N Gy(F)
est encore un sous-groupe hyperspécial de Gy(F). Notons ¢, C g, (F) le sous-réseau hyperspécial
associé. Pour tout X € g, (F'), on a

Ja(exp(X)n, frk) = Ja, (X, 1¢,)
= Ja, (exp(X), 1g,),

si I'on utilise les mesures non ramifiées.

Démonstration. D’apres [Wal08, 5.3(iii)], Gy, est non ramifié et K, := K N G,(F) est un sous-
groupe hyperspécial de G, (F). Posons 7" := (G,;) x. Les arguments dans [Wal08, 5.11] montrent
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que
/ fre(@ exp(X;)ni) di
Gexp(x)n (F\G(F)
- Z meS(Tb(F)\Tb(F)xKn)fK(a?*l exp(X)n), (26)

T€T? (F)\Gy(F)/ Ky

ol T est une image réciproque quelconque de x. Montrons que
Viep H(Gy(F), [x(@ ' exp(X)nF)=1g(z"" exp(X)nz). (27)

En effet, il suffit de traiter le cas 27! exp(X)nz € K. Le coté & droite vaut alors 1. Supposons
donc 77! exp(X)nZ € eK ou € € Ker(p). En prenant la limite des (p"*)-iémes puissances avec
nj — 00 une suite convenable, on obtient Z7!nE € eK. Or & centralise n, d’oti € = 1.

Maintenant on peut reprendre les arguments dans [Wal08, 5.11] et on arrive a

Je(exp(X)n, fk) = Ja, (X, 1¢,). O

Démonstration du théoréme 5.23. Vu les résultats précédents, on peut supposer que ~ est
compact avec les décompositions (23)—(25) et que H, est quasi-déployé. Soit 6 € G(F') qui
correspond a -y, alors ¢ est compact avec la décomposition de Jordan topologique § = exp(X)n.
S’il n’existe pas § comme ci-dessus satisfaisant a n € K, alors JH,G‘(% fx)=0, et H. n’est pas

non ramifié d’apres le lemme 8.9. Dans ce cas-1a O%(«y) ne coupe aucun sous-groupe hyperspécial
de H(F) (voir [Wal08, 5.3(v)]), d’ott J5§(v, Lk, ) =0 et le théoréme 5.23 est vérifié.

Supposons donc 7 € K, alors G, est non ramifié et K, := K NG,(F) est encore un sous-
groupe hyperspécial de G, (F") par le lemme 8.10.

Prenons un ensemble de représentants {d;};cs de O%(8)/conj. Soit Jy I'ensemble des j € J
tel que O(d;) N K # 0. D’apres [Wal08, 5.11], on peut prendre les §; (j € Jo) avec décompositions
de Jordan topologiques de la forme ¢; =exp(X;)n, ot {X;}jcj, forment un ensemble de
représentants des classes de conjugaison dans g, coupant ¢, dans O%(X). On a

']HG Y fK Z A eXp 7]7 eXp(Y) )J(;(eXP(XJ)U? fK) (28)
j€Jdo

Notons comme précédemment &, C gn(F ) le sous-réseau hyperspécial associé a K,. Grace au
lemme 8.10, pour tout j € Jy on a

Jalexp(Xj)n, fr) = Ja,(Xj, Le,)-
Prenons des parametres pour O(n) et O(e) comme dans la preuve du lemme 8.5. On a

G, = H U(Wu, hy) x Sp(W4) x Sp(W-),
/ = H U V, h/ X SO(V_:_, q;) X SO(VLa q,—)7
h = H UV B x SO(VY, ¢l) x SOV, ¢"),

HE — Hé/ X Hé//.
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Introduisons aussi les objets X1, X, Y1, Yy, etc. dans §7.1. Les mémes arguments qu’en le
lemme 8.5 permettent d’exprimer J, (v, fx) comme un produit (], Ju.)J4J- avec

Ju=Ju(Ya) = Au(Ya, Xu) Juw, n) (Xus fu),
Xu
Ty =T (Yy) : Z A (Ye, X3)Jspw) (X1, f1),

Jo= ZA ) spw_y (X, f-).

Ces expressions sont, pour 'essentiel, composées des intégrales endoscopiques pour les groupes
classiques et des intégrales orbitales stables auxquels le transfert non standard s’applique (cf. la
démonstration du lemme 8.5).

Supposons que H, n’est pas non ramifié. On a vu que J5(v, Lk, ) =0 dans ce cas. D’autre
part, un résultat de Kottwitz [Kot86, 7.5] adapté aux algebres de Lie montre qu’au moins 1'un
des Jy, Jy, J_ s’annule, d’ott Jy; ~(7, fi) = 0 et le théoreme 5.23 est vérifié.

Supposons désormais H, non ramifié. C’est loisible de supposer € € K et dans ce cas Ky :=
Ky N H(F) est un sous-groupe hyperspécial de H(F') (voir [Wal08, 5.3(iii) et (v)]). Notons
t. C h.(F) le sous-réseau hyperspécial associé. On le décompose en des réseaux hyperspéciaux :

EH,e = @ EH,u @ EH,—i— S5 EH,—;

trr Cu(Vy, hyy) ©u(Vy, i),
b+ Cso(Vi, q) ®so(Ve, q).

Alors la descente des intégrales orbitales stables (voir [Wal08, 5.11]) donne
JJS‘}(fVa HKH) = JHE(K ]lBH)
= H Juu I+ I,

JHu = JSUt(V/ R)XUVY, h//)<Yu; ]lBHu)v
Tr 4= T30 ¢ yxsowr gy Vs Leg ),
TH,— 1= TS0 g yxsoviay) (Y= Lew):
Comme les hypotheses dans § 7.2 sont satisfaites, les facteurs de transfert A, (o € {u, +, —})
sont normalisés au sens de [Wal08, §4.7] d’apres le théoréeme 7.23. Les arguments qui restent
sont analogues & ceux pour le lemme 8.5, sauf que l'on utilise le lemme fondamental sur les

algebres de Lie pour les groupes classiques et le lemme fondamental non standard sous la forme
du lemme 8.4. Le bilan est que J, = Jg ., J4+ = Ju 4+ et Jg,_, ce qui acheve la démonstration. O
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